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Notacién tensorial para mecanica de fluidos

Estas notas estdn pensadas para explicar de forma muy resumida el uso de la notacion
tensorial en las ecuaciones de mecéanica de fluidos y algunas de las propiedades de los tensores
que puedan ser de utilidad. Para aprender calculo tensorial en profundidad es necesario acudir
a los libros especificos de la materia.

Tensores

Un tensor es una entidad algebraica de varios componentes que generaliza los conceptos de
escalar, vector y matriz.

Tensores de orden 0

Las constantes y los escalares son tensores de orden 0. En estos casos no se emplean indices
en la notacion tensorial. Algunos campos escalares en mecanica de fluidos son:

p, b, T.

Los escalares pueden ser constantes o depender de las coordenadas espaciales o del tiempo.

Tensores de orden 1

Los vectores son tensores de orden 1. En notacién tensorial se escriben empleando el simbolo
del tensor acompanado de un indice. Al usar esta notacion se sobreentiende que el indice toma
todos los valores entre 1 y 3 en el caso tridimensional o entre 1 y 2 en el caso bidimensional. Por
ejemplo, el vector velocidad se puede escribir de las siguientes maneras:

Uv=v=uv;.

La forma v; es la notacién tensorial es equivalente a escribir (vq,ve,v3) o cualquiera de las
otras dos formas utilizadas mas arriba para referirse al vector velocidad, ¥ o v.

Tensores de orden 2

Los tensores de orden 2 se usan para representar matrices y tienen dos indices cuyos valores
recorren las dimensiones del espacio. El primer indice representa el nimero de fila de la matriz,
mientras que el segundo representa el niimero de la columna. Las siguientes notaciones del tensor
de esfuerzos son equivalentes:

Tl Ti2 Ti3
T=Tij=| T1 T2 T3
T31 T23 T33
La potencia de esta notacién se aprovecha cuando los elementos de un tensor se definen con
operaciones. Tomemos como ejemplo el tensor de velocidades de deformacion en coordenadas
cartesianas que en notacién tensorial se escribe de la siguiente manera:

1 /0v;, Ov
Vii = = J 4
i = .
J 2 8% al‘j
Esta notacion es mucho mas concisa que escribir todos los elementos en lo que seria la notacién
matricial:
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Delta de Kronecker: La Delta de Kronecker, d;;, es un caso particular de tensor de orden 2.
Su valor es igual a 1 cuando ¢ = j y es igual a 0 para todo ¢ # j. Como se puede observar,
este tensor es equivalente a la matriz unidad en notacién matricial.

Una aplicacién inmediata de la Delta de Kronecker es en la descomposicion del tensor de
esfuerzos en la suma entre el tensor esférico y el tensor de esfuerzos viscosos:

Tij = —pdij +T;
Empleando la definicién de la Delta de Kronecker queda claro que la presién solo resta en los
elementos de la diagonal principal de la matriz 7.

Tensores de orden 3

Aunque existen tensores de orden superior, el tensor de orden 3 es el de mayor orden de
utilidad en los cursos de mecédnica de fluidos. Concretamente, se usa un caso particular de
tensor de orden 3 que corresponde al simbolo de Levi-Civita o tensor de permutacion.

Tensor de permutacion: El tensor de permutacién es un caso particular de tensor de orden 3.
Su valor es igual a 1 cuando sus tres indices son distintos y siguen un orden ciclico, es igual
a —1 cuando son distintos y siguen un orden no ciclico, y es igual a 0 siempre y cuando al
menos uno de los indices es igual a otro.

1si (i,7,k)es (1,2,3),(2,3,1) 0 (3,1,2)
€ijk = -1 =i (Z j7 k) ( 2 1) (L ) ) ( ala?’)
0 si 2=joj=kok=1

Este tensor es 1til para generalizar la notacién del producto vectorial entre dos vectores
en el espacio tridimensional como se vera mas abajo.

Convenio de suma de Einstein

Definicion: La repeticion de un subindice en el producto entre tensores indica que se estd
realizando la suma sobre ese indice entre 1 y el tamano del espacio.

TijVj = § : TijUj

Para una aplicacién inmediata de este criterio se puede pensar en el calculo de la divergencia
de la velocidad:

8’()1' o 82}1 82}2 81}3

Vo= B T 0w 0 T s
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La operacién anterior no depende de la letra utilizada para indicar la componente, siempre
y cuando el indice se repita, Ovg/Jz) es también la divergencia de la velocidad en notacién
tensorial.

Ejemplo de producto escalar
Se quiere obtener el esfuerzo (fuerza por unidad de &rea) sobre una pared cuya normal es
n. Se sabe que el esfuerzo es un vector que resulta de multiplicar el tensor de esfuerzos
viscosos por la normal a la superficie, 7 = 7 . n. En notacién tensorial serfa:

/
Ty = lenj

En la expresién anterior el tensor 7; es un vector que viene dado por la suma sobre el
indice j, donde j varia entre 1 y 3.

Ejemplo de producto vectorial
En la notacién habitual el producto vectorial entre dos vector es el vector

€] ey e3
P=aANb=|a; ay ag|= (agbg — a3b2)€1 + (a1b3 — a3b1)62 + (a1b2 — a2b1)63.
b1 by b3

En notacién tensorial este producto se puede escribir utilizando el tensor de permutacién
y el convenio de suma de Einstein de la siguiente manera:

Pi = eijkajbk.

La primera componente de este vector quedaria:

Py = €123a2b3 + €132a3b2 = asbz — azbs.

Todos los demas términos de la suma para esta componente serian nulos porque se repetiria
al menos uno de los tres indices en el tensor de permutacién:

€111 = €112 = €113 = €121 = €122 = €131 = €133 = 0.

La obtencién de las otras dos componentes de vector siguen el mismo proceso.

Producto tensorial entre dos vectores

El producto tensorial entre un tensor de orden r y otro tensor de orden s es un nuevo tensor
de orden r + s. Si el producto tensorial es entre dos vectores, el resultado es un tensor de orden
2. Aunque este producto se puede usar con vectores y matrices de tamanos diferentes, como
ejemplo ilustrativo usaremos el caso del producto tensorial entre dos vectores de dimensién 3.
En este caso, el producto tensorial en notacién matricial queda:

_ aj aiby aiby aibs
T=a®b= |lay| ® [bl by bg] = lagb1 asby asbs
as asby asby asbs

En notacién tensorial la expresion anterior se simplifica:

Ej = aibj.
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Producto escalar

El producto escalar o producto punto entre un tensor de orden r y otro tensor de orden s es
un nuevo tensor de orden r + s — 2. Si el producto escalar es entre dos vectores, el resultado es
un tensor de orden 0, o sea, un escalar.

S:v-n:vmi.

Si el producto escalar es entre un vector y un tensor de orden 2, el resultado es un tensor de
orden 1, o sea, un vector.

T=T; =T N =Tyn;.
Producto doble punto

El producto doble punto entre un tensor de orden r y otro tensor de orden s es un nuevo
tensor de orden 7 + s — 4. Si el producto doble punto es entre dos matrices, el resultado es un
tensor de orden 0, o sea, un escalar.

D :?:EZTijgij-

Aplicacion a ecuaciones de mecanica de fluidos

Aunque la notacién presentada es valida para cualquier sistema de coordenadas, a conti-
nuacion se presentan unicamente ejemplos para el caso de coordenadas cartesianas con el fin de
conseguir una mayor claridad en la explicacién.

Continuidad

La ecuacion de continuidad en forma diferencial se suele escribir de la siguiente manera:

dp
ivy. =0,
5 TV (ov)
donde el operador V es un vector que en notacién como tensor de orden 1 queda
0
V = .
8.%1'

Al tener un producto escalar entre dos vectores, V y pv, se puede aplicar el convenio de
suma de Einstein para escribir la ecuaciéon de continuidad en forma tensorial,

Op | Opv;

Bt 8.%, =0

Esta notacion nos permite también descomponer la derivada del producto,

Opv; _ Op ov;
8561' N BZL‘ivl—l_paCCi N Vp'v—i_pv'v'

En esta ecuacién se puede observar como el operador V aparece actuando como gradiente en el
primer término y como divergencia en el segundo.

E®®E V. Muntean



Version 0.1 23 de marzo de 2021

Conservacion de la cantidad de movimiento

La ecuacién de conservacion de la cantidad de movimiento se suele escribir de la siguiente

manera:
ov

P or
Esta ecuacién es una ecuacién vectorial y en la notacién mostrada estan presentes las ecuaciones
correspondientes a las tres direcciones del espacio. Estas componentes se identificardan con un
indice, usaremos ¢ por conveniencia. Todos los términos presentes en la ecuacién deben ser
vectores representados también por el indice 7. Iremos analizando la ecuacién término a término.

+pv-Vo=—-Vp+V-T +pf,.

No Estacionario Es inmediato escribir el término no estacionario en notacién tensorial, ya
que tanto p como la derivada temporal son escalares.
c%i
)
ot

Convectivo El término convectivo es de los més complejos a la hora de interpretar su notacién
en forma tensorial pues en su definicién aparece el gradiente de la velocidad, Vv. A
diferencia de la divergencia de la velocidad, V - v, que es un escalar, el gradiente de la
velocidad estd definido por el producto tensorial entre el gradiente y la velocidad:

(%l-
ox 5 ’

Vo=V ®uv=

Como se ha visto en la definicién del producto tensorial, al aplicarse sobre dos vectores el
resultado es un tensor de orden 2, por ello aparecen los dos indices ¢ y j en la expresion
anterior. La complejidad radica en la eleccion de la posicion de estos indices, ya que el
siguiente paso es multiplicar escalarmente este tensor por el vector velocidad y podriamos
tener estas 4 opciones:

an 8’UZ' an avj
Vi~ () Vi —— Vi—~—.
p Za.%'j p ]ij p Zaxi p ]8.1‘Z'

Sabemos que después de la contraccién de indices aplicando el convenio de Einstein nos
tiene que quedar un vector cuyo indice debe ser compatible con el del término no estacio-
nario, por lo que Unicamente son validas las notaciones en las que el indice j es el que se
repite:
81)@- 811]-
PYi al'j PY; Oxz '

Para saber cudl es la notacién que debemos elegir entre las dos restantes, tenemos que
recurrir al teorema de Gauss en notacién tensorial, ya que es la tnica forma de asegurar
que no se pierde la fisica del problema. Las notacién tensorial del teorema de Gauss es:

/pvv-ndaz /V-(pvv)dQ — /pvivjnjda:/aa(pvivj)dﬁ.
Zj

Teniendo en cuenta cémo se obtiene la ecuaciéon de conservacién de la cantidad de movi-
miento en forma diferencial a partir de su forma integral, la aceleracién se puede escribir
en forma conservativa como:

0pv; 0

a; ot + aTj(pUﬂ)j).
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Esta aceleracion se puede descomponer en

op ov; 8pvj ov;

aizavi—i- 9t + oz, +8pv]
y reorganizar como
Ov; Ov; op  Opvj
Y +m}j8:ﬁj + <8t * Ox; v

El tercer término de esta expresién es nulo, ya que es la ecuacién de continuidad vista méas
arriba, la suma de los dos términos es igual a cero, multiplicada por la velocidad.

Oy ov;
Pt TP,
A la vista de este resultado, se puede concluir que la notacién tensorial del término con-
vectivo es
81}1»

Para la componente del término convectivo en la direccién x de un espacio tridimensional
los indices deberdn recorrer los valores (1,2, 3) que corresponden a las coordenadas (z,y, 2)
y a las velocidades (u,v,w), aunque se podrian seguir usando subindices numéricos sin

variar el resultado.
ov; ou ou ou

Pya =pun +Pvafy+0wg

Presiones El cambio del término de presiones a forma tensorial es inmediata, ya que es la
aplicacién del operador V que es un vector sobre p que es un escalar:

89% '

Viscoso El término viscoso es el producto escalar entre un tensor de orden 2 y el operador V.

En este caso la notacién queda:

/
o] J

8$j '

La contraccion se hace sobre el indice j y la razén es la misma que la que se ha mostrado
en el procedimientos de obtencién del término convectivo. La notacién tensorial resulta de
mucha utilidad en la propia definicién del tensor de esfuerzos viscosos:

2 oy,
/
Tij = 2175 + (Mv - 3M> Ozr 0ij-
Se puede observar que en esta definicién aparece la divergencia de la velocidad en el se-
gundo término. Al ser ésta un escalar es necesario multiplicar este término por la delta de
Kronecker para que siga siendo un tensor de orden 2 y compatible con el tensor de veloci-
dades de deformacion +;;. La definicién de este tltimo es la ya mostrada anteriormente:

1 /0v;, Ov
Yij =55+
i = .
J 2 81‘1 Oa:j
Fuerzas masicas Las fuerzas maésicas son directamente un vector por lo que su notacién ten-
sorial es:

pfmi;

donde m no es un indice, sino simplemente un subindice descriptivo de f.
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Finalmente, la ecuacién de conservacion de la cantidad de movimiento en notacion tensorial
para coordenadas cartesianas queda

ov; Ov; ap 87—1'/]'
-0 . — _ + ;
Vot TP gn, T om T o, P
0, desarrollando el tensor de esfuerzos viscosos:

%4_ U.avi__ap_i_i avj+8vi + _g %5 + f
P ot p](%:j_ oz; Oz, M\ oz, 0z Ho= 31 ) 9wy, pmi-

Funcion de disipacién de Rayleigh

El procedimiento de interpretaciéon de la notacion tensorial para las distintas formas de la
ecuacién de la energia es el mismo que el expuesto mas arriba. Estas ecuaciones no anaden
ninguna complicacién conceptual con respecto a lo explicado para la conservacién de la cantidad
de movimiento, por lo que se mostrard tnicamente la notacién de la funcién de disipacién de
Rayleigh por sus propiedades particulares.

La funcién de disipaciéon de Rayleigh es el término de la disipacién viscosa de la energia y
se define como el producto doble punto entre el tensor de esfuerzos viscosos y el gradiente de la
velocidad.

all

¢y =T7: V.

En notacion tensorial queda:

ov; 2 oy, ov;
= ./47‘7 = ;5 —_ = —0;4 7‘7
by = Ty s [QM%J + (Mv 3M> 2, 6@]] e

Al multiplicar la delta de Kronecker por el gradiente de la velocidad del segundo término se
obtiene la divergencia de ésta, ya que este producto es distinto de 0 tinicamente cuando ¢ = j.

De esta forma en el segundo término aparecera la divergencia de la velocidad al cuadrado.
Si se desarrolla el producto con el primer término,

6’Uj . 8vj 8@,- 81)]'
2#’)/2387% —# <8$Z + 6x]> axi’

se obtiene en forma tensorial el producto

ov; p (Ov; Oy ov; O
o 2V B[ 9Y i j i)
'Ufy” c%cz 2 <3:E1 + 8%) <8ZL‘1 + afL’j
Por lo que la disipacion viscosa en funcién de las derivadas de la velocidad queda

2 '\ Ovg Ovp
= QUi _ = kP
bv = 21ij7ij + <uv 3u> 9y, Oz,

Al aparecer en esta ecuacién tanto el tensor de velocidades de deformacién como la divergencia
de la velocidad multiplicadas por si mismas, se puede inferir una propiedad muy importante de
la funcién de disipacién de Rayleigh y es que siempre es mayor o igual que 0:

¢y > 0.
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