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Abstract

In this paper we present some results about cuadrangulations of
polygons and their applications to problems of guarding.

Dedicado a la memoria de D. José Javier Etayo que me ensefié nuevos caminos y
nuevas metas en el campo geométrico

1. Introduccién

Las aproximaciones discretas de superficies 0 volimenes son necesarias para su
tratamiento computacional. Los modelos de terrenos en un SIG, o modelos
industriales en un sistema CAD/CAM, requieren que el dominio geométrico se
divida en pequefas piezas, los elementos finitos, que formen una malla (mesh).
Trabajando sobre ella se obtienen buenas aproximaciones a los problemas
planteados sobre las superficies o volimenes originales.

Los elementos utilizados para las mallas son, generalmente, tridngulos que dan
lugar a triangulaciones de los objetos estudiados. Las triangulaciones de
conjuntos (conjuntos de puntos, poligonos, familias de segmentos, etc.) han sido
muy bien estudiadas en los Gltimos tiempos. Sin embargo, en algunas
aplicaciones como por ejemplo en interpolacion de datos dispersos o en
problemas de analisis de elasticidad, los cuadrilateros (o0 cuadrangulos)
constituyen una mejor eleccion como elementos finitos que los tridngulos ([1],
[6], [9]). Utilizaremos la terminologia de “cuadrangulo” y “cuadrangulacion” en
lugar de sus equivalentes, “cuadrilatero” y “cuadrilaterizacion”, para extender los
términos de tridngulo y triangulacion.

Hay una diferencia fundamental entre triangulacion y cuadrangulacion.
Cualquier conjunto de puntos o cualquier poligono se pueden triangular, pero
existen conjuntos de puntos y poligonos que no son cuadrangulables, no admiten



descomposicion en cuadrangulos. En ese caso se deben afiadir puntos adicionales,
puntos de Steiner, para conseguir la cuadrangulacion.

Figura 1. Un conjunto no cuadrangulable que lo es agregando un punto

Todo conjunto de puntos en el plano puede cuadrangularse con a lo sumo un
Unico punto de Steiner (como en la figura 1), que es necesario sélo si el nimero
de puntos en el cierre convexo es impar. Sin embargo, un poligono de n vértices,
puede necesitar hasta |n/3] puntos de Steiner exteriores para obtener una
cuadrangulacién, (véase [3], [11]). En ambos casos los cuadrangulos resultantes
no son convexos, en general. Ahora bien, para muchas aplicaciones se requiere
gue todos los cuadrangulos sean estrictamente convexos, es decir que todos sus
angulos sean menores de 180°, lo que requiere un estudio méas profundo de la
situacion ([4])

Figura 2. Un poligono cuadrangulable y otro no cuadrangulable que necesita
| n/3] puntos de Steiner.



Las cuadrangulaciones de poligonos se han estudiado en Geometria
Computacional en el contexto de los problemas de iluminacién o vigilancia que
se enmarcan en el campo del Problema de las Galerias de Arte, propuesto por
Klee en 1973: Determinar el minimo nimero de puntos de un poligono
suficientes para ver (iluminar) a todos los restantes. Problema que se puede
interpretar también en términos de vigilancia de una sala poligonal: ;Cuéntos
guardias (o camaras de vigilancia que cubran 360°) son suficientes para vigilar el
interior de un poligono de n lados?

La respuesta a este problema fue obtenida por Chvatal en 1975, quien
demostré que [n/3] guardias siempre son suficientes. En 1978, Fisk [5] dio una
demostracion concisa y elegante: Triangulese el poligono, coloréese con 3
colores el grafo de la triangulacion y ponganse los guardias en los vértices
coloreados con el color que menos veces aparezca.

Se han estudiado muchas variantes de este problema de Galerias de Arte,
segun se puede comprobar en [10] y [12]. Una de las primeras concierne a los
poligonos ortogonales, esto es, poligonos cuyos lados son paralelos a dos ejes
ortogonales. En ellos la cuadrangulacion convexa juega el papel de la
triangulacién en la demostracién anterior.

Figura 3. Una cuadrangulacién convexa de un poligono ortogonal

En este articulo presentaremos algunos resultados sobre Galerias de Arte
ortogonales, uno en que la cuadrangulacidn convexa resuelve el problema y otro
en que esta estrategia es insuficiente en su resolucién.



2. Galerias de Arte ortogonales

Para vigilar una galeria de arte ortogonal con n lados, Ln/4] guardias situados
en los vértices son siempre suficientes. Existen salas que necesitan ese nimero de
guardias.

Demostracion. (Kahn, Klawe y Kleitman, [7])
Consideremos un poligono ortogonal P de n vértices y observemos
graficamente los siguientes pasos:

]

B

Poligono P

4-coloracion Asignacion de guardias

Figura 4. La demostracion en cuatro imagenes



Y ahora pasemos a la explicacion.

Primer paso. (Cuadrangulacién)

Cuadrangulamos convexamente P, es decir, descomponemos P en
cuadrilateros convexos cuya union es P, con interiores disjuntos y cuyos vertices
son vértices de P. Observamos que un guardia situado en cualquier vertice de un
cuadrilatero convexo vigila completamente dicho cuadrilétero.

Segundo paso. (Coloracion)

La cuadrangulacion anterior Q es un grafo plano. EI Teorema de los cuatro
colores, probado en 1976 por Appel y Haken, asegura que todo grafo planar
puede colorearse utilizando solo cuatro colores. (Una coloracion de un grafo es
una asignacién de colores a los vértices del grafo de modo que dos vértices
adyacentes reciben diferente color). Pero ahora necesitamos ademas que en cada
uno de los cuadrilateros aparezcan los cuatro colores. Afiadimos al grafo Q las
diagonales de cada uno de los cuadrilateros. Asi construimos un grafo Q, que
sigue siendo planar y, por tanto, se puede colorear con 4 colores. En esta 4-
coloracion de Q, (y de Q) ya tenemos un vértice de cada color en cada
cuadrilétero.

Figura 5. El grafo Q;



Tercer paso. (Colocacion de guardias)

Cada cuadrangulo de Q tiene un vértice de cada uno de los colores negro, rojo

blanco y verde. Si colocamos un guardia en cada Vértice negro, vigilaran todos
los cuadrangulos y, por tanto, todo el poligono ortogonal. Lo mismo sucedera si
colocamos guardias en todos los vértices rojos o en los blancos o en los verdes.
El poligono tiene n vértices y disponemos de cuatro colores. Por tanto, alguno de
los cuatro colores, negro, rojo, blanco o verde se utiliza en, a lo mas, [n/4]
veértices. (Esto es una aplicacion inmediata del Principio del palomar o de
Dirichlet: Si cada color se utilizara en mas de |n/4] vértices, sumando los
vértices de cada color tendriamos méas de n vértices). Basta pues, colocar los
guardias en los vértices con el color menos utilizado para garantizar que Ln/4]
guardias son siempre suficientes para vigilar cualquier poligono ortogonal de n
veértices.

Cuarto paso (Necesidad de los [ n/4] guardias)

Para comprobar que este nimero de guardias es a veces necesario, basta
considerar el poligono muralla con n=4k vértices de la Figura 4. Es facil observar
gue para vigilar este poligono se necesitan al menos k guardias, uno por cada
almena de la muralla. [

Figura 6. El poligono muralla necesita un guardia por cada almena.

¢Hemos terminado la demostracién? En el primer paso comenzamos
cuadrangulando convexamente el poligono ortogonal pero, ;todo poligono
ortogonal admite una cuadrangulacién convexa? En el segundo paso decimos que
el grafo Q, obtenido al agregar las diagonales a la cuadrangulacién es un grafo 4-
coloreable por ser planar. Justifiguemos ambas afirmaciones en las secciones
siguientes.



3. Cuadrangulacion convexa de un poligono ortogonal

Triangular un poligono cualquiera es muy facil, basta trazar diagonales hasta que
todas las piezas de la descomposicion sean triangulos. Y no importa la eleccion
de diagonal que se trace en cada momento que no corte a las anteriores, siempre
se podrd completar la triangulacién. Esta facilidad y simplicidad de la
triangulacion no se extiende a la cuadrangulaciéon. En la figura 3 ya se han
mostrado poligonos no cuadrangulables que, obviamente, tampoco admiten una
cuadrangulacién convexa.

Ahora consideremos poligonos ortogonales. En primer lugar un par de
observaciones:

1. Como dos triangulos que comparten un lado forman un cuadrilatero podria
pensarse que agrupando los tridngulos de dos en dos se puede conseguir la
cuadrangulacién convexa. Pero este procedimiento no sirve seglin se muestra en
la figura 7.

. No convexo

Figura 7. Triangulacion y cuadrangulaciones (no convexa y convexa)

2. Debemos admitir cuadrilateros “degenerados”, bien con lados consecutivos
alineados o con éarea cero, cuando el poligono inicial presente lados colineales
(figura 8)

Figura 8. Cuadrilateros degenerados



Kahn, Klawe y Kleitman demostraron en 1983 que todo poligono ortogonal
admite una cuadrangulacion convexa, pero su demostracion es existencial. La
primera demostracion constructiva se debe a Sack en 1984. Su algoritmo parte el
poligono ortogonal en piezas mondtonas que cuadrangula convexamente. Aqui
vamos a presentar una demostracion posterior de Lubiw en [8], también
constructiva, que consigue una cuadrangulacion convexa para poligonos
ortogonales incluso aunque tengan agujeros.

El proceso de Lubiw consiste en ir extrayendo cuadrilateros convexos del
poligono inicial. El problema es que asi el poligono deja de ser ortogonal. La
solucion estriba en ampliar la clase de poligonos sobre la que actuamos.

3.1 Poligonos pseudoortogonales

Un poligono P es pseudoortogonal si cumple las siguientes condiciones:

1) Los lados son alternadamente horizontales y oblicuos (o verticales).

2) Todos los angulos son menores o iguales a 270°

3) La sombra de cualquier lado oblicuo no contiene ningin vértice de P. (La
sombra de un lado es su proyeccion vertical)

L A

Figura 9. Poligono pseudoortogonal y sombra de un lado

Teorema (Lubiw, [8])
Todo poligono pseudoortogonal admite una cuadrangulacion convexa.

Demostracion:
La demostracion es por induccion. Si el poligono tiene cuatro vértices, dos de
los lados seran horizontales y el cuadrilatero es convexo.



Si el poligono P tiene més de cuatro se buscard un cuadrilatero convexo C, tal
que P — C siga siendo poligono pseudoortogonal, al que se pueda aplicar la
hipotesis de induccién y obtener asi la cuadrangulacion convexa de P.

Designemos por <, el orden de los vértices de P por su abscisa (y cuando son
iguales por su ordenada). Los lados oblicuos (o verticales) pueden ser izquierdos
(si el poligono P se encuentra a la derecha de la arista) o derechos (si P se
encuentra a la izquierda). Llamamos vecino derecho de un vértice x al vértice z
de P (si existe) tal que el segmento xz esta contenido en P y z es el vértice de
minima abscisa mayor que la de x.

Es féacil comprobar que si ab es una arista izquierda con a <, b, entonces b
siempre tiene un vecino derecho. Ahora ordenamos las aristas izquierdas por el
orden <, de sus extremos derechos y elegimos la arista uv que sea la mayor en
este orden. Si u <4 v, y llamamos r al vecino derecho de v, la arista rs serd una
arista oblicua (o vertical) derecha. El cuadrilatero C buscado es “uvrs” (0 uvsr si
r <, s como en la figura 10)

Se debe comprobar que, efectivamente, C es convexo y que P — C sigue siendo
un poligono pseudoortogonal, lo que puede verse en [8]. [

Figura 10. En trazo discontinuo la relacion vecino derecho para algunos vértices.
En negrita la arista izquierda que define el cuadrilatero C en gris.

Esta demostracion de Lubiw permite construir efectivamente una
cuadrangulacién convexa de un poligono pseudoortogonal, eliminando los
sucesivos cuadrildteros C a los poligonos pseudoortogonales que se van
obteniendo en el proceso. En la figura 11, presentamos un ejemplo.



Figura 11. El proceso de eliminacion de cuadrilateros y la cuadrangulacion final

4. Coloracion de la cuadrangulacion convexa

El grafo de cualquier cuadrangulacion convexa de un poligono al que se afiaden
las dos diagonales de cada uno de sus cuadrilateros es un grafo 4-coloreable.



Demostracion:

Sea P un poligono y Q una cuadrangulacion de P. Llamamos Q, al grafo que
resulta al afiadir a Q las diagonales de los cuadrilateros. Demostraremos que Q; es
4-coloreable sin recurrir al Teorema de los cuatro colores. Probaremos el
resultado por induccion sobre ¢, el nimero de cuadrilateros de Q.

Si g=1, la cuadrangulacion Q coincide con Py la 4-coloracion es obvia.

Si g>1, se considera el arbol Q* dual del grafo plano Q. Una hoja de este arbol
corresponde a un cuadrilatero de Q. Eliminamos de Q este cuadrilatero cortando
por la diagonal d correspondiente. Por hip6tesis de induccion el grafo Q’
obtenido es 4-coloreable, y afiadiendo de nuevo el cuadrilatero eliminado
coloreamos los dos vértices que faltan con los dos colores no utilizados en los
extremos de la diagonal d. Asi tenemos una 4-coloracion en el grafo Q,. [

5. La cuadrangulacion en otros problemas de vigilancia

La cuadrangulacién de poligonos ortogonales no es la herramienta adecuada para
resolver otros problemas de vigilancia. Por ejemplo la vigilancia con guardias
moviles abiertos. Ahora los guardias patrullan por segmentos que unen vértices
del poligono, es decir, por lados o diagonales del poligono pero sin alcanzar los
extremos.

Figura 12. Zona visible desde un guardia-lado y un guardia-diagonal (abiertos)

Esta variante de vigilancia se ha empezado a estudiar en 2011 con relacion a
problemas de iluminacion en poliedros. ([13])

Si atacamos este problema con las mismas ideas que la vigilancia desde
vértices, necesitamos cuadrangular y vigilar cada uno de los cuadrilateros
resultantes. Hay que observar que, con el nuevo tipo de vigilancia, un guardia



movil abierto sdlo cubre los cuadrilateros de los que forma parte como lado, del
mismo modo que en la seccién 2 un guardia situado en un vértice solo vigilaba
los cuadrilateros incidentes en dicho vértice.

Para la vigilancia desde vértices el problema combinatorio sobre poligonos
ortogonales, vigilar los cuadrilateros de cualquier cuadrangulacion, tiene la
misma solucion que el problema geométrico, vigilar el poligono ortogonal.

Llamamos g(n) al minimo ndmero de guardias que vigilan cualquier poligono
ortogonal de n vértices. Y g°(n) minimo nimero de guardias que vigilan todos los
cuadrilateros de cualquier cuadrangulacion de un poligono ortogonal de n vértices

En la seccion 2 probamos que:

ms g(n) < g°(n) sm

donde la primera desigualdad se debe al ejemplo del poligono muralla, la segunda
es obvia y la Gltima es la demostracién efectuada. Por tanto,

g(n)=g°(n)

Sin embargo, la vigilancia con guardias moéviles abiertos presenta distintas
soluciones desde los puntos de vista geométrico y combinatorio. Desde el punto
de vista combinatorio y utilizando un argumento sobre coloracién de grafos, se
3n-4

demuestra en [2] que L J guardias-moviles abiertos son suficientes, y a

veces necesarios, para vigilar todos los cuadrilateros de cualquier
cuadrangulacién convexa de un poligono ortogonal de n lados. En la figura 13 se
presenta un ejemplo de cuadrangulacion de un poligono ortogonal que necesita
tan elevado numero de guardias-moviles abiertos (combinatorios), aunque basta
un Unico guardia situado en una diagonal que una los dos extremos del poligono
para vigilarlo.

] T L

Figura 13. Una cuadrangulacion de un poligono ortogonal que necesita
L (3n — 4)/8] guardias-moéviles abiertos (combinatorios)




La solucion desde el punto de vista geométrico requiere menor nimero de
guardias, que ademas se pueden ubicar s6lo en lados del poligono.

Teorema (Bajuelos et al., [2])

Todo poligono ortogonal se vigila con L”J guardias-lado abiertos y existen
4

poligonos ortogonales que necesitan dicho nimero de guardias.

Demostracion:
En un poligono ortogonal hay cuatro tipos de lados, N, S, E y O, segun la
posicién relativa del interior del poligono (debajo, arriba, izquierda o derecha).
Los lados (abiertos) de cualquiera de los tipos, por ejemplo N, cubren todos
los puntos del poligono, porque dado un punto x de P, trazando una vertical hacia
arriba encontraremos siempre una arista tipo N. Eligiendo el tipo menos frecuente

tenemos que L”J guardias siempre son suficientes.
4

Figura 14. Guardias-lado abiertos. Cotas superior (izda.) e inferior (dcha.)

La necesidad de [n/4] guardias viene dada por el ejemplo de la figura 14
(derecha). Cada uno de los puntos grises necesita un guardia-lado (abierto)
diferente para quedar vigilado. Asi se necesitan al menos |.n/4] guardias-lado
(abiertos) para cubrir el poligono. Por ejemplo, los lados marcados en negrita. []
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