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Coloreamos los vértices, SIN aristas monocromáticas

2-coloración

Erdös, Hajnal (1966)

Coloración de hipergrafos
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(H) = mínimo número de colores para colorear los vértices 
de H de modo que no haya aristas monocromáticas

Conjunto estable en H

S  X es un conjunto estable si no contiene  ninguna hiperarista

estable  clase de color

(en grafos)      independiente  clase de color 

(H) = máx. cardinal de un conjunto estable

Coloración de hipergrafos

Número cromático
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Plano proyectivo finito de orden q

q2+q+1 puntos, q2+q+1 rectas

cada punto en q+1 rectas
cada recta con q+1 puntos

cada par de puntos en una recta
cada par de rectas un punto común

Hipergrafo (q+1)-uniforme (q+1)-regular
(H(2)) = 3

(H(2)) = 4

Coloración de hipergrafos
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1)   Si H es hipergrafo de orden n, entonces 
(H) (H)  n             (H) + (H)  n+1 

Dem.:

Si (H) = q  tomamos una q-coloración  X = S1 … Sq
donde cada Si es estable

Así n =  |Si|  q  =  

Sea S estable y máximo, |S|=  ,  cada elemento de S se 
colorea con el color 1 y los restantes vértices con los n  
colores restantes

  (n  ) + 1          +   n + 1

Coloración de hipergrafos
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Sistemas de Steiner

Una familia F de k-subconjuntos de X, |X| = n tal que cada 
r-subconjunto de X está contenido en un elemento de F, 
se llama un sistema de Steiner S(r, k, n)

Sistema triple de Steiner S(2, 3, n)         STS(n) 
1

3

7

5

4

6
2

X = {1,2,3,4,5,6,7}
F = {123,145,167,246,257,347,356}

(STS(7)) = 3
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2)  Si H es 3-uniforme de orden n y |EiEj|1, entonces

cada conjunto estable y maximal S cumple que n2S 

Dem.

Si S estable y maximal, |S|= s, entonces   x X – S existe 
una hiperarista Ex tal que Ex– {x}  S.
Como H lineal, los conjuntos Ex  S tienen cardinal 2 y son 
distintos dos a dos

 n2s
2
s

snSX 







 y

S Ex

Ey

x

Coloración de hipergrafos
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3)  Si H es hipergrafo lineal y sin bucles entonces

(H)  (H)      salvo si

i)  (H) = 2   y una componente conexa  es un ciclo impar 

ii)  (H) > 2    y una componente conexa es un grafo 
completo de orden  (H) + 1

En estos casos    (H) = (H) + 1

Coloración de hipergrafos

Lepp, Gardner, 1973
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Teorema  (Karp, 1972)
3C (en grafos) es un problema NP-completo

Teorema (Linial, Tarsi, 1985)
2C (en hipergrafos) es un problema NP-completo

• 2C es un problema NP

• SAT  2C

2-coloración de hipergrafos
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• Algoritmo polinómico no determinista
– Para cada instancia I, un certificado C(I)
– En tiempo polinómico se comprueba si C(I) nos da la respuesta 

SÍ o NO

• Dado un hipergrafo H, ¿es 2-coloreable?
– I describe el hipergrafo 
– C(I) es una asignación de colores

V(H)  {1,2}
– Se comprueba si C(I) es una 2-coloración válida

(las aristas no son monocromáticas, O(qn))

2C es un problema de la clase NP

2-coloración de hipergrafos
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• El problema A es polinómicamente reducible a B si existe T, 
algoritmo polinómico, que convierte cada instancia I de A en 
una instancia T(I) tal que:

La respuesta a I es SÍ  La respuesta a T(I) es SÍ

• Consideremos una instancia de SAT con variables
X = {x1, x2,…, xn} y cláusulas  C = {C1,…, Cp} y 
construimos un hipergrafo H tal que:

H es 2-coloreable  la instancia se satisface 

SAT  2C

2-coloración de hipergrafos
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C2

C1

F = (x1+x2+x3)(x’1+x’3+x4)(x2+x’3+x’4)

x’1x1

x2 x’2

x3

x4

x’3

x’4

a

H = (V, E)

C3

2-coloración de hipergrafos SAT  2C
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F = (x1+x2+x3)(x’1+x’3+x4)(x2+x’3+x’4)
H = (V, E)

C1

x’1x1

x2 x’2

x3

x4

x’3

x’4

a

C2

C3

2-coloración de hipergrafos SAT  2C

Si F se satisface ……
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1) Si F se satisface con una asignación de verdad T
construimos una 2-coloración de H así:

• Si xi verdad   xi color 1, x’i color 0

• Si xi falso      xi color 0, x’i color 1

• a color 0

Como todas las cláusulas se satisfacen, cada arista Ck recibe 
los colores 0 y 1. Lo mismo que las aristas xjx’j

2-coloración de hipergrafos SAT  2C
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F = (x1+x2+x3)(x’1+x’3+x4)(x2+x’3+x’4)
H = (V, E)

C1

x’1x1

x2 x’2

x3

x4

x’3

x’4

a

C2

C3

2-coloración de hipergrafos SAT  2C

Si H es 2-coloreable ….
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2) Si H es 2-coloreable, renombrando los colores podemos 
suponer que color(a)=0.

Así cada variable tiene una literal con 0 y otra con 1, y  
construimos una asignación de verdad en la que

xj es verdad  recibe el color 1 

Como en cada arista Ck hay vértices de color 1, resulta que 
todas las cláusulas se satisfacen y, por tanto, también la 
fórmula F

2-coloración de hipergrafos SAT  2C
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Dado G = (V,A) grafo, se construye un hipergrafo H(G) =(V,E)
en el que las hiperaristas corresponden a los ciclos impares 
minimales de G

2-coloración de hipergrafos

1 2

34

5

6

1

4 53

6

2

G

H(G)



18
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54
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Dado G = (V,A) grafo, se construye un hipergrafo H(G) =(V,E)
en el que las hiperaristas corresponden a los ciclos impares 
minimales de G

2-coloración de hipergrafos

1 2

4

5

6
6

G
H(G)

4 colores V,A --- R,Z es bicoloración de H



19

Teorema (Stein, Woodall, 1972)

G es 4-coloreable  H(G) es 2-coloreable

2-coloración de hipergrafos

Dem.: Si G es 4-coloreable con colores V,A,R,Z entonces
X = VA, Y = RZ es una 2-coloración de H(G)  porque ni X ni Y 
contienen ciclos impares

Si H(G) es una 2-coloración con colores X e Y entonces los subgrafos 
inducidos GX y GY no tienen ciclos impares (pues en otro caso X o Y 
contendrían hiperaristas)
Así GX y GY  son  bipartidos, es decir 2-coloreables. Por tanto tendremos
una 4-coloración de G
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Coloración fuerte de hipergrafos

El número mínimo de colores se indica por ’(H)

Propiedades:
’(H)  (H)
’(H)  r(H)

’(H) es el número cromático del grafo [H]2

Coloración en la que cada color NO aparece dos veces en la misma
hiperarista

(H) = 2
’(H) = 3
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Coloración fuerte de hipergrafos

El número mínimo de colores se indica por ’(H)

Coloración en la que cada color NO aparece dos veces en la misma
hiperarista

’(H) = 4 > rang(H) = 3
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Coloración buena de hipergrafos

Una k-coloración buena (good k-coloration) de un hipergrafo H = (V, E) 
es una partición de V en k partes {C1, C2, …, Ck} tal que cada hiperarista Ej
contiene el mayor número posible de colores distintos, es decir, min{k,|Ej|}

Si k  rang(H) toda k-coloración buena es fuerte

Una 4-coloración buena
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Coloración buena de hipergrafos

Red de transmisores para telefonía móvil

Hipergrafo  H = (V, E)
Vértices: los transmisores
Hiperaristas: conjuntos maximales de transmisores que, dos a dos, 
originan interferencias

Frecuencia = color

Una buena k-coloración nos da el número mínimo de frecuencias k que 
necesitamos para que no haya interferencias

Aquí k  rang(H) y la coloración también es fuerte



24

Coloración equitativa de hipergrafos

Una k-coloración equitativa de un hipergrafo H = (V, E) es una 
partición de V en k partes {C1, C2, …, Ck} tal que en cada hiperarista Ej
cada color aparece el mismo número de veces, salvo una unidad si k
no es divisor de |Ej|

3-coloración equitativa
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Un juego posicional, POS(H), sobre un hipergrafo finito H es un 
juego de dos jugadores, en el que los jugadores, 
alternadamente seleccionan los vértices de H. El objetivo de 
cada jugador es marcar todos los vértices de alguna arista de H

¿Estrategia para que el segundo jugador empate?

Una condición necesaria para la existencia de esta estrategia es 
que H admita una 2-coloración equitativa
(2-coloración para evitar aristas monocromáticas y equitativa por
los turnos de los jugadores)

Juegos  e  hipergrafos



26

El tablero de juego es el hipergrafo C(k,n)
Vértices: Puntos del retículo n-dimensional con coordenadas 
enteras 1,2,…,k |V| = kn

Hiperaristas:  k puntos alineados

TIC-TAC-TOE

C(3,2)
C(3,3)
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El tablero de juego es el hipergrafo C(k,n)
Vértices: Los puntos de [k]n (puntos del retículo n-dimensional 
con coordenadas enteras 1,2,…,k)      |V| = kn

Hiperaristas:  k puntos alineados

¿Para qué valores de  (k,n)

• C(k,n) tiene una 2-coloración?

• C(k,n) tiene una 2-coloración equitativa?

• El segundo jugador tiene estrategia de empate?

TIC-TAC-TOE
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Teorema (Hales-Jewett, 1963)

TIC-TAC-TOE

Si k,r  N existe un entero HJ(r,k) tal que si  n  HJ(r,k) y se colorean
con r colores los puntos de [k]n, entonces [k]n contiene al menos una 
recta (combinatoria) monocromática 

Los objetos en dimensión alta NO pueden ser completamente aleatorios,
siempre presentan alguna estructura de tipo combinatorio

En el juego Tic-Tac-Toe de dos jugadores en dimensión suficientemente
alta el primer jugador  SIEMPRE gana (tiene estrategia ganadora)

Si n  HJ(2,k)  siempre existe una recta monocromática en [k]n
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333

321

TIC-TAC-TOE

Rectas combinatorias  sobre {1,2,3}

311 331

131

232

313

322

La raíz    = (3,,1)       define la recta combinatoria  311, 321, 331

La raíz    = (,3,)       define la recta combinatoria  131, 232, 333

La recta geométrica roja
no es una recta combinatoria

¿Hay rectas geométricas en C(3,2)
que no son combinatorias?

x1

x2

x3
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Teorema (Hales-Jewett, 1963)

TIC-TAC-TOE

Si k,r  N existe un entero HJ(k,r) tal que si  n  HJ(k,r) y se colorean
con r colores los puntos de [k]n, entonces [k]n contiene al menos una 
recta (combinatoria) monocromática 

HJ(k,1) = 1 HJ(2,r) = r

HJ(2,2) = 2

En dimensión 4 el empate es imposible. Pero en n = 3
el primer jugador tiene también estrategia ganadora

HJ(3,2) = 4

HJ(4,2) > 11

HJ(5,2) > 59
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Teorema (Hales-Jewett, 1963)

TIC-TAC-TOE

Si k,r  N existe un entero HJ(k,r) tal que si  n  HJ(k,r) y se colorean
con r colores los puntos de [k]n, entonces [k]n contiene al menos una 
recta (combinatoria) monocromática 

Teorema (Van der Waerden)
Dados k,r  N existe m = W(k,r) tal que en cualquier r-coloración de 
{1,2,3,…,m} existe una progresión aritmética monocromática de k términos

{1, 2, …, a, a + 1, …, a + d, …, a + 2d, …, a + (k – 1)d, …, m}

Teorema
Dado un espacio topológico finito X  y  r  N existe otro espacio topológico
finito Y tal que en cualquier r-coloración de Y se encuentra una copia
monocromática de X (homeomorfa a X)
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Coloración uniforme de hipergrafos

Una k-coloración uniforme de un hipergrafo H = (V, E) de orden n es una 
partición de V en k partes {C1, C2, …, Ck} tal que en el número de
vértices de cada color es el mismo, salvo una unidad si k no divide a n

3-coloración uniforme
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Coloración uniforme de hipergrafos
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Coloración uniforme de hipergrafos
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• no tienen ciclos impares

• son 2-coloreables

• Teorema de König  = ’
mín(recubrimiento) = máx(emparejamiento)

• Índice cromático           ’ =  (grado máximo)

Grafos  bipartidos
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Acíclico

Sin ciclos impares Totalmente 
equilibrado

Unimodular

Equilibrado

Normal

Arbóreo

Bicoloreable ’ = (emp.)   =  (transversal)

Hipergrafos
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H = (V, E) es arbóreo si existe un árbol T, cuyo conjunto de 
vértices es el de H y tal que cada hiperarista de H induce un 
subárbol de T

Un hipergrafo arbóreo es una familia de subconjutos
conexos en un árbol.

Aparecen en problemas de localización de genes en las 
moléculas de ADN, árboles filogenéticos,…

Se usan en bases de datos relacionales para organizar los 
sistemas de recuperación de la información

Hipergrafos arbóreos
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