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Red de transporte no dirigida R = (G,c)

FLUJO enunared R f:A—> ZF

Hallar un flujo de valor maximo entre todos los pares de
veértices de la red

Aplicar el algoritmo de Edmonds-Karp para cada par
O(n?) flujos !



Red de transporte no dirigida R = (G,c)

CORTE enunared R es una particion de V en dos
conjuntos S y T

Capacidad de un corte cap(S,T) = ZC(X, y)
xeS,yeT

Cap(rojo) = 14




Obijetivo:
Hallar un flujo de valor maximo entre cada par de vértices

Teorema de Ford-Fulkerson

El valor maximo de un flujo en una red N es igual a la minima
capacidad de los cortes de N




Red de transporte no dirigida R = (G,c)
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Hallar un flujo de valor maximo entre todos los pares de
vértices de la red

Hallar el corte de capacidad minima entre todos los pares
de vértices de la red

i SOlo se necesitan n—1 calculos!



Redes equivalentes en flujos

Lasredes R=(V, A,c)y R =(V, A, c’) son equivalentes en flujos
si para cada par de vertices u, v de V, la minima capacidad
de un corte u-v (flujo maximo de u av) en R es la misma que en R’
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Dos arboles equivalentes en flujos a R
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Redes equivalentes en flujos

Lasredes R=(V, A,c)y R =(V, A, c’) son equivalentes en flujos
si para cada par de vertices u, v de V, la minima capacidad
de un corte u-v (flujo maximo de u av) en R es la misma que en R’
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Corte minimo a-b Corte minimo a-b separa V en
separa V en {a,d} y {b,c} dos partes {b,d} y {a,c}

iNo coincide el corte en Ry en el arbol!



ARBOLES CORTE (cut-tree)

Dadaunared R = (V, A, ¢), un arbol-corte T =(V, F) es un arbol
construido a partir de R con una funcion capacidad ¢’ verificando

1. Equivalencia de flujos

Para cada par de veértices s, t en V el valor maximo de un flujo
entre s y t en R coincide con dicho valoren T

(Y pasando a capacidad minima de un corte, esto significa que
ese valor es la menor capacidad de las aristas en el unico

caminoentresytenT)
(Los valores numeéricos de las capacidades minimas coinciden)

2. Propiedad de corte

Cada corte de capacidad minima en T también lo es en R
(Coinciden también las particiones definidas por los cortes minimos)



ARBOLES GOMORY-HU

Dada una red R siempre existe un arbol T que es equivalente
en flujo a R y que, ademas, es un arbol-corte (cut-tree)

GOMORY-HU Tree

Las n — 1 aristas del arbol corresponden a los n — 1 cortes
de capacidad minima en R, es decir, solo hay O(n) cortes
de capacidad minima en una red R



ARBOLES GOMORY-HU

Dada una red R siempre existe un arbol T que es equivalente
en flujo a R y que, ademas, es un arbol-corte (cut-tree)

Una red puede tener mas de un arbol-corte
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ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion

|deas clave:
1. Mantener una particion de V, (S,, S,, ..., S;), y un arbol
generador T sobre el conjunto de vértices {S;, S,, ..., S;}

2. Asignar pesos ¢’ a las aristas de T de forma que en cada
iteracion se satisfaga el siguiente invariante:

Para cada arista (S;, S;) de T hay vertices a €S;, beS;

tales que ¢’ (S;, ;) =f(a,b) 'y el corte definido por (S;, S;)
es un corte de capacidad minimaen Rentreayb
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ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion Ejemplo

Elegimos dos vértices 1y 5 en un vértice de T,
calculamos el corte de capacidad minima entre 1y 5
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ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion Ejemplo Q

o
T —

Elegimos dos veértices 1y 5 en un vértice de T,
calculamos el corte de capacidad minima entre 1y 5
cap(1,5) =6

Rojo-Azul el corte 1-5

e
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ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion Ejemplo

@

@

Elegimos dos vértices 3y 5 en un vertice de T,
calculamos el corte de capacidad minima entre 3y 5
cap(3,5) =8
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ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion Ejemplo

Elegimos dos vértices 1y 2 en un verticede T,
calculamos el corte de capacidad minima entre 1y 2
cap(1,2) =6
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ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion Ejemplo

. N2 3 6
OO — G

Elegimos dos vértices 1y 4 en un vertice de T,
calculamos el corte de capacidad minima entre 1y 4
cap(1,4)=7
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ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion Ejemplo
&——0e 6
/2//’ \\\ > @ @

Elegimos dos vértices 0y 2 en un vertice de T,
calculamos el corte de capacidad minima entre Oy 2
cap(0,2) =
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ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion Ejemplo

Sitodos los pesosen T
son distintos el corte de
capacidad minima en R
entre cada par de vertices
es unico
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ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion Ejemplo

Si se hubieran elegido

otros veértices a separar en
cada paso, el arbol obtenido
puede ser distinto.

Eligiendo 0-4, 0-2, 1-4,
3-4 y 3-5 en este orden,
resulta el arbol T*

N
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ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion Ejemplo Q

Elegimos dos vértices 0y 4 en un vértice de T,
calculamos el corte de capacidad minima entre Oy 4
cap(0,4)=6

Rojo-Azul el corte 1-5
20



ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion Ejemplo

Elegimos dos vértices 0y 2 en un vertice de T,
calculamos el corte de capacidad minima entre O y 2
cap(0,2)=8
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ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion Ejemplo
8
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T

Elegimos dos vértices 1y 4 en un vertice de T,
calculamos un corte de capacidad minima entre 1y 4
cap(1,4)=7
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ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion Ejemplo

Elegimos dos vértices 3 y 4 en un vertice de T,
calculamos el corte de capacidad minima entre 3y 4
cap(3,4)=6
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ARBOLES GOMORY-HU

Algoritmo de construccion Ejemplo
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Elegimos dos vértices 3y 5 en un vertice de T,
calculamos el corte de capacidad minima entre 3y 5
cap(3,5) =8
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ARBOLES GOMORY-HU
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ARBOLES GOMORY-HU

Ejemplos
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ARBOLES GOMORY-HU

Demostracion de la correccion del algoritmo

Teorema

Para todo par de vértices a,b de R, la minima capacidad de un
corte a-b es la minima etiqueta de las aristas en el camino entre
aybenelarbol T.

Ademas si e* es dicha arista entonces el corte a-b de capacidad
minima se alcanza en la biparticion de V correspondiente a los
dos arboles de T — e*
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ARBOLES GOMORY-HU

Demostracion de la correccion del algoritmo

Lema 1.
Siu, v, w son vértices de unared Ry f(u,v) es la capacidad minima

de un corte u-v en R entonces
f(u, v) 2 min {f(u, w), f(w, v)}

Lema 2. Desigualdad submodular
SiR=(V, E, c)es unared con c(e) 2 0 para toda arista e, A, BV
y designamos con cap(A) a la capacidad del corte (A, V — A)

entonces
cap(A) + cap(B) = cap(AuB) + cap(AnB)
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ARBOLES GOMORY-HU Demostracion

Lema 3. (La contraccion de vértices NO afecta a los cortes de los
vértices no contraidos)

Sean a, b vértices de R, (V',V”) un corte de capacidad minima

entre ay b. Sean x, y vértices de V'. Entonces existe un corte x-y

de capacidad minima en V' (es decir la contraccion de V” a un unico
vértice no afecta a los cortes de V')

Dem.:

Sea (S,S’) corte minimo x-y.

Debemos probar que S c V’
Procedemos por reduccion al absurdo,

suponemos que SzV’ y que beS

Caso 1) aeS Aplicamos el lema 2 alos cortes V'y V — S
cap(V’) + cap(V —S) 2 cap(V'n\(V = S)) + cap(V'u(V - S))

Como V'u(V — S) es un a-b corte, cap(V'u(V -3S)) = cap(V’)
luego, cap(V'n(V-S))<cap(V-S)=cap(S) vy
V'n(V — S) es corte de capacidad minima dentro de V'’
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ARBOLES GOMORY-HU Demostracion

Lema 3. (La contraccion de vértices NO afecta a los cortes de los
vértices no contraidos)

Sean a, b vértices de R, (V',V”) un corte de capacidad minima

entre ay b. Sean x, y vértices de V'. Entonces existe un corte x-y

de capacidad minima en V' (es decir la contraccion de V” a un unico
vértice no afecta a los cortes de V')

Dem.:

Sea (S,S’) corte minimo x-y.

Debemos probar que S c V’
Procedemos por reduccion al absurdo,

suponemos que SzV’ y que beS

Caso 2) ag¢S

Analogamente se demuestra que V' S es un
corte Xx-y de capacidad minima
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ARBOLES GOMORY-HU Demostracion

Veértices representativos

Si X e Y son nodos adyacentes del arbol con e = XY se dice que

xeX, yeY, son vértices representativos si la etiqueta (peso) de e coincide
con la capacidad del corte minimo entre x e y, es decir, f(x,y) = c'(e)

Lema 4.
En cada etapa del algoritmo cada una de las aristas del arbol T tiene

vertices representativos.

Dem.:

Es claramente cierto en el paso inicial en el que el arbol T tiene dos nodos.
Comprobemos que la propiedad se mantiene en el paso general:

El nodo A se descompone en dos nodos X e Y, a partir de un (x,y)-corte minimo con
respecto a vértices terminales xeX, yeY.

Aplicando reiteradamente el lema 3, la capacidad del (x,y)-corte en R, es f(x,y)
Asi x,y son representativos de la arista e = XY en el arbol T

¢ Qué pasa con las restantes aristas de T?
31



ARBOLES GOMORY-HU Demostracion

Lema 4.

En cada etapa del algoritmo cada una de las aristas del arbol T tiene
vertices representativos.

Dem. (continuacion): ;Qué pasa con las restantes aristas de T?
Hay que controlar las que antes llegaban al nodo A. Sea h la arista AB

o & Qh\ﬁ/\.
B A B
X Y
Existen veértices acA y beB tales que f(a,b) = c’(h)
Si aeX, entonces a y b siguen siendo representativos de la arista h

SiagX, es decir, aeY, veremos que x y b son representativos de h en el nuevo arbol

El corte que se utilizd para crear h en T, separa x de b, luego f(x,b) < f(a,b)
Necesitamos la igualdad para la representatividad
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ARBOLES GOMORY-HU Demostracion

Lema 4.

En cada etapa del algoritmo cada una de las aristas del arbol T tiene
vertices representativos.

Dem. (continuacion): ;Qué pasa con las restantes aristas de T?

|dentificamos todos los vértices de Y en R en un vértice v, y obtenemos el grafo R’
Llamamos f '(u,w) a la minima capacidad de un corte u-w en R’

Vv
® Y
b . Por el lema 3, f(x, b) =f(x, b)
X

Y porellema1, f’(x,b)=min{f’(x,vy), f'(vy, b)}

Como aev, entonces, f’(vy,b)=f(a,b)

Ademas f’(x,vy)2f(x,y)2=f(a, b)

(porque el xy-corte que descompone A también separa a de B)

Por tanto, f’(x,b)=f(a, b) y f(x,b)=f(a, b)

Luego f(x, b)=f(a, b) Asixy b son representativos para la arista h 23



ARBOLES GOMORY-HU Demostracion

Teorema

Para todo par de vértices a, b de R, la minima capacidad de un ab-corte
es la minima etiqueta de las aristas en el camino entre ay b en el arbol T.
Ademas si e* es dicha arista entonces el ab-corte de capacidad minima se
alcanza en la biparticion de V correspondiente a los dos arboles de T — e*

Dem.: La segunda afirmacion es consecuencia de la primera y de la
construccidén del arbol. Asi cada arista de T corresponde a un corte en R
especificado por la particion definidaen T — e y de capacidad c'(e)

SeaV, e, V, e, ...,e,V, elcaminoenTqueuneayb.
Debemos demostrar que f(a, b) = min {c'(e,), c'(e,), ..., C'(e,)}

Es claro que f(a, b) =min {...} porque cada corte de las aristas e, separa adeb

La otra desigualdad se obtiene aplicando el lema 1 (extendido),
porque llamando v, al unico vertice en R del nodo V; resulta que c’(e;) =f(v,_,, v,
y asi f(a, b) 2 min {c'(e,), c'(e,), ... , C'(&y)}
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MINIMUM k-CUT Problem

Dado un grafo G = (V, A) un k-corte es un conjunto de aristas F
tal que G - F tiene k componentes conexas

El MINIMUM k-CUT Problem pide un k-corte de peso minimo
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F = {ac, ab, ae ,be, bd} es un 3-corte de peso 16



MINIMUM k-CUT Problem

Dado un grafo G = (V, A) un k-corte es un conjunto de aristas F
tal que G — F tiene k componentes conexas

El MINIMUM k-CUT Problem pide un k-corte de peso minimo

Si k es fijo el problema se puede resolver en tiempo O(nkz)

Si k forma parte de los datos de entrada el problema es NP-completo

Algoritmo aproximado utilizando arboles de Gomory-Hu
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MINIMUM k-CUT Problem

Algoritmo aproximado

Paso 1. Calcular el arbol T de Gomory-Hu. Cada arista de T origina
un corte en el grafo inicial G. Tenemos n — 1 cortes

Paso 2. Consideramos los k — 1 cortes mas ligeros. La unién de
de las aristas correspondientes en G es un k-corte F

Este algoritmo es (2 — 2/k)-aproximado
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MINIMUM k-CUT Problem

Algoritmo 2-aproximado Ejemplo

WA

Las dos aristas mas ligeras en T son 24 y 13. Eliminando las aristas de G
correspondientes a los cortes 2-4 y 1-3 tenemos un 3-corte F de peso 12

(L) .
6 En este ejemplo F es el
(0) 2 3-corte de peso minimo
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MINIMUM k-CUT Problem

Algoritmo 2-aproximado Ejemplo “malo”

G Grafo con 2k — 1 vértices

B=20L(1—8) .ﬂ._&._&._ﬁ

k — 1 vértices

k-corte optimo F*, de peso w(F*) = ka

k vértices
T

20 El algoritmo elige un k-corte F
CB oBoBaB... ﬁ formado por las aristas de peso 3
, w(F) = (k- 1)
20 4
2
w(F) _ (k-

Razén =

DB, 2.
W) T ke e



