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FLUJOS  EN  REDES  CON  COSTE 

En cada arco de la red tenemos:   CAPACIDAD limitada

COSTE por unidad de flujo
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FLUJOS.  MÍNIMO COSTE

Red:   Digrafo   D = (V, A), vértices s, t, capacidad  c: A  R+

coste     k: A  R+

El coste de un flujo f: A  R+ es 



Ae

)e(f)e(k)f(cost

OBJETIVO: Hallar un flujo s – t tal que  val(f)  sea  MÁXIMO
y que tenga MÍNIMO coste entre todos los flujos de valor val(f)

Un  st – flujo se dice óptimo si cost(f) es mínimo  entre todos
flujos de s a t de valor val(f)flujos de s a t de valor val(f)
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FLUJOS.  MÍNIMO COSTE

Red auxiliar (o residual)
Dado  f: A  R+ flujo en D se construye otra red   Df = (V, Af)
L i t ALas aristas en Af son:

flujo , cap, costEn  A En Af residuo, peso
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FLUJOS.  MÍNIMO COSTE

Lema  básico
f es un flujo óptimo     Df no tiene ciclos dirigidos de peso 

tinegativo
Dem.:
)  Supongamos que   Df tiene un ciclo C de peso negativo,  w(C) < 0) p g q f p g , ( )
Cada arco e en Af tiene residuo positivo, res(e) > 0
Llamamos   = min{res(e) / eAf}

Construimos un nuevo flujo g en D modificando el valor de f solo en los
arcos  relacionados con el ciclo C
g(a) = f(a) +  si aCg(a) = f(a) +  si  aC
g(a) = f(a) –  si  a-1C
g(a) = f(a)             en otro caso
A í fl j t D l l( ) l(f)Así g es un flujo s – t en D  con valor    val(g) = val(f)

Pero  cost(g) = cost(f) + w(C) < cost(f)
Luego f no es óptimo   en contradicción con la hipótesis inicial



FLUJOS.  MÍNIMO COSTE
Lema  básico
f es un flujo óptimo     Df no tiene ciclos dirigidos de peso 

negativonegativo
Dem.:
)
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En Df tenemos el ciclo dirigido

El flujo g en D es a

0-1,3 1-2,1 f g
C = sbas de residuo 1 y peso
negativo w(C) = – 1 
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FLUJOS.  MÍNIMO COSTE
Lema  básico
f es un flujo óptimo     Df no tiene ciclos dirigidos de peso 

negativonegativo
Dem.:
)  Sea g un flujo de valor   val(f) = val(g)
Comprobaremos que cost(g) > cost(f) y así f será óptimoComprobaremos  que  cost(g) > cost(f)    y así f será óptimo
Definimos un nuevo flujo h en Df
h(e) = g(e) – f(e)       si g(e) > f(e)     en D 
( 1) f( ) ( ) ( ) f( )h(e-1) = f(e) – g(e)     si g(e) < f(e)     en D

h(e) = 0                     para el resto de arcos de  Af
Así  h es una circulación  en Df que es no negativa por construcción.

Por tanto, h se puede expresar como   f = 1 f1 + 2 f2+ … + k fk
donde  i > 0   y   cada  fi es una circulación elemental  correspondientei y i p
a un ciclo dirigido  Ci (fi = 1   en el ciclo  y   fi = 0   fuera)

Así cost(g) – cost(f) = cost(h) = > 0
k

ii )C(w (no hay ciclos dirigidos Así   cost(g) cost(f)  cost(h)                    > 0
Luego  f óptimo
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de peso negativo)



FLUJOS.  MÍNIMO COSTE
Algoritmo 1 ( PRIMAL, ciclos negativos)  
“A primal method for maximal cost flows”, Klein, 1967

PRIMAL significa que en todo momento se tiene una solución factible que se intenta mejorar

Paso 1. Utilizar un algoritmo de máximo flujo para hallar un flujo de
l á i

PRIMAL significa que en todo momento se tiene una solución factible que se intenta mejorar

valor máximo.
Paso 2. Mientras haya ciclos negativos en el digrafo auxiliar Df modificar

el flujo a lo largo del ciclo negativo, construyendo un nuevo flujo
del mismo valor y menor coste, según se ha explicado en la
demostración del lema.

Complejidad
El algoritmo NO es polinómico, depende de los valores de las funciones coste 
y capacidad y del valor del flujo máximo.
Si se eligen los ciclos negativos adecuadamente, SÍ se consigue complejidad 
polinómica. El número de iteraciones es a lo más    4nm2ln m
“ G“Finding minimum-cost circulations by canceling negative cycles”, Goldberg, 
Tarjan, 1989



MÍNIMO COSTE Algoritmo 1. Ciclos negativos

aD Flujo f de valor máximo 2  y coste 17
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MÍNIMO COSTE Algoritmo 1. Ciclos negativos
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FLUJOS.  Problema de transporte

The needs of the customers can be fulfilled  there is an s-t flow under c with value d1 + d2 + … + dn



FLUJOS con COSTE.  Problema de transporte

A. Schrijver, “A Course in Combinatorial Optimization” 
http://homepages.cwi.nl/~lex/files/dict.pdf 



FLUJOS con COSTE.  Aplicaciones

A. Schrijver, “A Course in Combinatorial Optimization” 
http://homepages.cwi.nl/~lex/files/dict.pdf 



FLUJOS con COSTE.  Aplicaciones



FLUJOS con COSTE.  Aplicaciones



FLUJOS.  MÍNIMO COSTE
Algoritmo 2 ( DUAL, sucesivos caminos de peso mínimo)  
“A procedure for determining a family of minimum cost flow networks”, 
Busacker, Gowen, 1961Busacker, Gowen, 1961

Algoritmo 1. PRIMAL
Se parte de una solución de máximo flujo y en cada paso  se intenta p j y p
rebajar el coste hasta alcanzar  el flujo óptimo (de mínimo coste)

Algoritmo 2 DUALAlgoritmo 2. DUAL
Se parte de un flujo óptimo (mínimo coste)  y en cada paso  se intenta 
aumentar su valor hasta  alcanzar   flujo óptimo de valor máximo

El algoritmo 1 se puede aplicar a redes con acotación inferior, pero el
algoritmo 2 necesita que la acotación inferior sea d(e) = 0 para toda
arista. En este caso el flujo nulo es óptimo.



MÍNIMO COSTE Algoritmo 2 (Caminos mínimos)  

Lema  básico
Si f es un flujo óptimo de valor val(f) con red asociada Df, P es un 

i d f t d í i D id f* lcamino de f-aumento de peso mínimo en Df con residuo  y  f* el 
flujo obtenido aumentando f a lo largo de P ( unidades) 
entonces f* es óptimo y su valor es val(f*) = val(f) + p y ( ) ( )

Dem.:   Si f* no fuera óptimo entonces la red auxiliar  Df* tendría un ciclo  C 
de peso negativo. Como este ciclo no existe en Df , C contiene  un arco e = vu  p g f
de peso  w(e) = – k, correspondiente al arco uv de P

t
P v

t
P* vP

u
v P

C

v
u

s C s C

w(P*) – w(P) = – k + w(C –vu) = w(C) < 0
Y así P no sería el camino de aumento de peso mínimo 



MÍNIMO COSTE Algoritmo 2 (Caminos mínimos)  

Estrategia

Seguir los pasos del algoritmo de Edmonds-Karp de aumentoSeguir los pasos del algoritmo de Edmonds-Karp de aumento 
de flujo eligiendo en cada paso  un camino de peso mínimo en 
la red auxiliar Df

El primer flujo f0 (flujo nulo) es un flujo óptimo. Los sucesivos flujos  
f f f i á i d ó ti l l t if1, f2, f3, … seguirán siendo óptimos por el lema anterior.
Por tanto, el último flujo, de valor máximo, será también óptimo.
Será el flujo de valor máximo y mínimo coste.

Complejidad
El algoritmo NO es polinómico, depende del valor del flujo máximo M.
La construcción de Df en cada paso se realiza en O(m)
El camino de peso mínimo se realiza en O(n3)  (Alg. Floyd-Warsahll)
En total  O(Mn3)   que se puede rebajar  a  O(M(m + nlog n)) modificando la red
auxiliar para que todos los pesos sean positivos y así aplicar Dijkstra



MÍNIMO COSTE Algoritmo 2 (Caminos mínimos)  

Ejemplo:  Flujo máximo de mínimo coste de s hasta  t
Etiquetas: flujo capacidad coste

a

Etiquetas: flujo – capacidad – coste 
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Camino de mínimo coste (coste 10) de s a t      P1 =  sbct

El residuo en P1 es 18. Se envían 18 unidades de flujoEl residuo en P1 es 18. Se envían 18 unidades de flujo
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Camino de mínimo coste (coste 11) de s a t      P2 =  sdt

El residuo en P1 es 16. Se envían 16 unidades de flujo
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Fl jo f12 7
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Camino de mínimo coste (coste 11) de s a t      P3 =  sbat

El residuo en P3 es 3. Se envían 3 unidades de flujo

a t3 33
Flujo f3
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Fl jo f12 7
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Camino de mínimo coste (coste 13) de s a t      P5 =  sat5

El residuo en P5 es 3. Se envían 3 unidades de flujo

s a t33
Flujo f5
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Flujo f3-12 7
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No hay caminos de f -aumento de s a tNo hay caminos de f5-aumento de s a t. 

Se ha alcanzado el flujo máximo

El flujo f5 es de valor máximo y de coste mínimo
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