CURVAS ALGEBRAICAS. Representacion grafica

El conjunto de puntos del plano euclideo cuyas coordenadas satisfacen una ecuacion de
la forma

F(x,y)—_ Za”xy =0

donde los coeficientes a;; son nimeros reales se Ilama curva algebraica. El grado del
polinomio F es el orden de la curva C.

Ejemplos:
La circunferencia unidad x*+y*-1=0
La curva de ecuacion y?—x* =0, cuya representacion grafica es

¢ Como representar graficamente una curva algebraica?

1. Regiones de existencia de la curva
Expresamos la ecuacion de lacurva C, F(x,y) = 0en la forma

G, (%, )" -G, (6 Y)* =y (x,¥) --+h, (%,y) (1)
donde los factores sean curvas faciles de dibujar. Cada una de las curvas (con exponente
impar) divide el plano en dos regiones en las que el factor correspondiente de (*) toma
signo positivo en una y negativo en la otra. Consideramos la descomposicion del plano
en las regiones delimitadas por todas las curvas (de exponente impar) de la factorizacion
(1). En las regiones en que el signo de los dos miembros de (1) es distinto, NO puede
haber puntos de la curva C. Ademas la curva pasa por los puntos de interseccion de cada
factor del primer miembro con cada factor del segundo.

Otra descomposicién  x*(1 — x)(1 +X) = y?

1+x=0 —Xx=0

Xx-y =0

[N

Y juntando las dos descomposiciones, jcasi se dibuja la curva!l
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2. Simetrias

Si F(x,y) = F(-x,y) lacurva es simétrica respecto del eje Y

Si F(x,y) = F(x, =y) la curva es simétrica respecto del eje X

Si F(x,y) = F(-x, =y) la curva es simétrica respecto del origen

Si F(x,y) = F(y, X) la curva es simétrica respecto de la recta y = x

Si F(x,y) = F(-x, =y) la curva es simétrica respecto de larectax +y =0

3. Puntos de corte con los ejes
Las soluciones de los sistemas
F(xy) =0 F(xy)=0
x=0 y=0
proporcionan los puntos de corte con los ejes

4. Tangentes a una curva algebraica

Si P = (a, b) es un punto de la curva C, y las derivadas parciales de F no se anulan en P

(( aFj (§j ) # (0,0) entonces la ecuacion de la recta tangente a C en el punto P es
P P

OX oy
oF oF
(—@(jp(x —-a)+ (—]P(y -b)=0

Una recta que pasa por P tiene por ecuaciones X=a+ta
y=b+1tp

Hallemos la interseccion de la recta con C

X=at+ta X=at+tta
y=b+1B y=b+1p
F(x,y) =0 F@a+ta,b+tp)=0

Desarrollamos la tercera ecuacion por Taylor:

F(a+ta, b +1tB) = F(a, b)+{[g§jpa+[2§jpﬂ}t+---+rl!{(g:lar +---+(irj(ax(?ri|;yi ]Poc”ﬁi +-~+(Z;lr:jp[¥}tr +
;L oO'F o 4 n aiF | "B+ O'F B [t"=0 2)
nt { ox" ), i \ox""oy' ), " ),

F(a,b) = 0 porque P esta la curva.
La ecuacion anterior tiene n soluciones en t, que son los posibles puntos de corte con C.
Una solucién es t = 0, que es el punto P

Si ((%jp,@—;l)i(om el coeficiente de tsera 0 si (o,B) = p((%l’_(%i)




Laraiz t = 0 serd doble y un segundo punto de corte ha venido a coincidir con P. Luego
la recta sera tangente a la curva C en P.

La ecuacion (paramétrica) de la recta tangente en P es:

X=a+ pt(—j

P eliminando pt resulta
ol
OX Jp

(c.n.s para que el sistema tenga solucidn en pt)

(aFj (aFj (GFJ
— X—a |— X—a |—
% e = rango % Je =1, es decir, % Je =0
(aFj (aFJ (aFj

N y— b —| — y— bh —-| —
OX Jp OX Jp OX Jp

Luego, la ecuacion de la recta tangente en P = (a,b) a la curva C: F(x,y) =0 es

oF oF
(a—xjp(x —-a)+ (gjp(y -b)=0

¢ Qué sucede si las derivadas parciales se anulan en P?

rango

El punto P se llama singular o maltiple.

Si en (2) el primer término no nulo es el de orden r, es decir, todas las derivadas
parciales de orden menor que r son nulas en P y alguna de orden r es no nula, entonces
decimos que P es un punto maltiple de orden r de la curva C.

P es un punto triple

Si (a,p) anula el coeficiente de t” en (2), se puede sacar factor coman t™* y un nuevo
punto de interseccion de la recta con C se confunde en P. Asi la recta sera tangente a C
en P. Por tanto, la ecuacion homogéneaeno y B

oOF) . Y 0F ) i OF) o
[axrjpa +m+[ij(8x”8yila B +~~-+£ayrl[3 =0 (3

nos dara las tangentes a la curva en el punto multiple P.

Esta ecuacion homogénea tiene r soluciones que son las r tangentes a C en P,



Si (x,y) es un punto de una de esas tangentes entonces (x,y) es una solucion de la
ecuacion:

X=a+tta . o=(x-a)t
{y —b+1B donde (o.,B) es una solucion de (3),  pero B=(y_ bt

Y sustituyendo en (3) resulta que si (X,y) es un punto de una recta tangente entonces

el o

Multiplicando por t" resulta

(el

iEsta es la ecuacion conjunta de las r tangentes a C en el punto P!

Particularizando en P = (0,0), si es punto multiple de orden r entonces, ordenando los
términos de F en polinomios del mismo grado,

F(xy) ) = fi(xy) + frea(xy) + ... +fa(xy)
Resulta que la ecuacion anterior es, r! fi(x,y) =0

i )\ ox" oy’
se anula es el término cx

r—Iy,l
Derivando resulta (r M) :[rjc(r—i)!i!:cr!
i
P

. r ' - .
Porque en el término ](L] x"'y', el Gnico sumando de f(x,y) que NO
P

i aeriayi

Por tanto, si F(x,y) = 0 tiene un punto multiple de orden r en el origen, la ecuacion
conjunta de las r tangentes en (0,0) es

f(x,y) =0

Ejemplo:
La curva de ecuacion x> —4y? +y3®=0
El origen es un punto doble. Las tangentes en €l son x+2y =0, x-2y =0




5. Ramas infinitas. Direcciones asintdticas y asintotas de una curva algebraica

Se llama rama infinita de C un arco de la curva tal que una de las coordenadas (x,y) de
un punto que la recorra crezca indefinidamente.

Direccidn asintotica de C

Es una direccion Dy tal que r es el limite de las rectas determinadas por (0,0) y (X,y)
cuando (x,y) se mueve por la curva de forma que (X,y) - «

XX +y>—3xy =0

Asintotas y ramas parabdlicas

Si D es una direccién asintética de C y s es una recta de D, tal que

dist(P,C) ———0 diremos que s es asintota de C
PeC

Si no existe s tal que lim dist(P,C) = 0 entonces decimos que C tiene una rama
parabdlica en la direccion Dy

5.1 Calculo de las direcciones asintoticas de C
Dada la curva C de ecuacion F(x,y) = fa(x,y) + fa_1(x)y) + ... + fi(x,y) + fo, =0, la
ecuacion conjunta de de todas las direcciones asintoticas de C es

fa(x,y) =0

Dem.:
Si ax + by =0 es una direccion asintética de C entonces o bien a=0 o bien b=0.

e a
Supongamos b=0, asi la direccion asintotica es y = _EX

Si P = (p,q) es un punto de la curva C, la recta OP tiene pendiente oo =q/p Yy la

pendiente de la direccién asintéticasera —a/b= lima
(p.a) > o

Como P eC, fu(p,q) +fh-1(p,q) + ... +fi(p,q) +fo=0, operando
p”fn(l,gJ n p”‘lfn_l[l, ﬂj +.-+f,=0  dividimos por p"
p p

f.(Lo) +%fn @) +-~-+pinf0 =0 tomando limite cuando (p,q) —oo resulta



f.(Lo) :fn(l,—%)=0 es decir, fn(b,—a)=0, luego ax + by divide a f,(X,)y)

5.2 Deteccion de asintota o rama parabdlica en una direccion asintotica

Dada la direccion asintética ax + by =0 queremos encontrar c, si existe tal que la
recta ax + by = c¢ sea asintota de C.

Suponemos que b=0. Asi determinamos las asintotas y ramas parabdlicas
correspondientes a direcciones asintéticas de la forma y =mx donde m es una raiz de
fo(1,m)=0

Buscamos c tal que y = mx + ¢ sea asintota

y=mx+c

La recta de la direccion asintética que pasapor Pes y=mx + 3
Queremos hallar el limite de p cuando P — «

fo(x,y) + faoa (Xy) + ... + fa(x,y) + fo =0 sustituyendo
faX, mx+B)+f_1 (X, mx+pB)+...+f(X, mx+p)+f=0
X" (1, m+ B/IX) + X" fa(l, m+ p/X) +... =0 dividiendo por X"

f.@m+p/x)+ %fn_l(l, m+p/x)+...=0 ahora desarrollamos en serie

2
f.am+ P amy+ P @m) +...+i{fnl(1,m)+ﬁf'nl (Lm) +..}+... 0
X 2X X X
El primer término es 0. Agrupamos en potencias de 1/x

%[Bf'n @am)+f (1 m)]+%{%zlf"n @m)+f  @my+f (1 m)} +..=0

Si el primer corchete no es idénticamente nulo multiplicamos por X y tomamos limites
cuando P — o

Resulta cf ’n(1,m) +f,_1(1,m)=0 4
Si f',(1,m)=0, tenemosque Cc= —fha@m)
f' (1, m)
] ] f, ,(@,m) - a
Asi obtenemos la asintota | y = mx _fn'(Tm) donde m verifica f,(1,m)=0

Si f,(I,m)=0 y f,_1(1,m) =0, laecuacion (4) no tiene solucion en c. En este
caso no existe asintota y la curva tiene una rama parabdlica en la direccién y = mx



Si el primer corchete es idénticamente nulo multiplicamos por x* y tomamos limites
cuando P — o

Resulta %czf”n @wm)+cf (@Lm)+f ,@Lm)=0

Si esta ecuacion en c tiene dos raices tendremos dos asintotas correspondientes a la
direccion asintética y = mx.

Si los coeficientes de c? y ¢ son nulos, no hay solucién en ¢ y tendremos dos ramas
parabdlicas en la direccién y = mx

Sisoloes f" (1,m)=0 , entonces tenemos una rama parabdlica y la asintota

f,,(.m)

f@m)

Si el segundo corchete también es idénticamente nulo se analiza el siguiente. En general

el (o los) valor(es) de c se obtienen del primer corchete no nulo. La multiplicidad de la
raizmen f,(1,m) = 0 nos indica ese primer corchete no nulo.

y=mx-—

Hemos detectado asi las asintotas y ramas parabdlicas en las direcciones asintéticas de
la forma y = mx. Falta el estudio de las direcciones asintoticas de la forma x =m’y,
donde m’ es raiz de f,(m’,1) =0.

Realmente solo falta la direccion asintdtica x = 0, pero las asintotas paralelas a los ejes
pueden obtenerse directamente.

5.3 Asintotas paralelas a los ejes
Las asintotas paralelas al eje OX se hallan determinando los valores finitos de y para los
cuales x crece indefinidamente.

Si (x,y) eCy cuando x— oo entonces y—a sera la recta x = a una asintota de C
Ordenamos los términos de F(x,y) segun las potencias de x

FOGY) = XPgo(y) + X" ga(y) + ... + gp(y) =0

L b 1 1 -
Dividimos por x g,(y) +;gl(y) + ... +ng(y) =0 ytomamos limite X —» o
Resulta go(a) =0
Asilarecta y=aesasintota deC< go(a) =0

La descomposicion en factores lineales de go(y) proporciona las asintotas paralelas al
eje OX

Razonando de forma analoga si ordenamos F segun las potencias de y,
FOGY) = yho(x) + Yo ha(x) + ... + hg(x) =0

Larecta x=Dbesasintota de C< hg(b)=0

La descomposicion en factores lineales de ho(x) proporciona las asintotas paralelas al
eje OY.



6. Informacion adicional

F=0 F=0
e Puntos de tangencia vertical { F _o Yy horizontal { F_o
oy ox

Puntos de inflexién
Cortes de la curva con las asintotas

7. Estudio de C en el plano proyectivo real

El estudio de asintotas y ramas parabdlicas es mas sencillo si pasamos al plano
proyectivo.

Homogeneizamos el polinomio F(x,y) multiplicando por x® 'y cambiando
X=X/Xo , Y =XolXo

La ecuacion homogéneade Ces  F(Xp, X1, X2) =0 en el plano proyectivo en el que
la ecuacién de la recta del infinitoes xo=0

La recta tangente a F(Xo, X1, X2) =0 en P = (po, p1, P2) €s:

oF oF oF
— | Xo+| — | X, +| =— | X, =0
0X, ), X, ), X, ),

Las asintotas de C son las tangentes a C en los puntos del infinito C m (o = 0).

Si la tangente a C en uno de esos puntos (0, b, —a) es la recta xo = 0, entonces C tiene
una rama parabolica en la direccion de la recta que pasa por (1,0,0)y (0, b, —a), es
decir en la direccion ax + by =0

Con este resultado el proceso para obtener las ramas infinitas de C es:

1. Se calculan los puntos de interseccién de C con la recta del infinito xo =0
2. Se calculan las tangentes a C en dichos puntos.
Sea (0, b, —a) uno de esos puntos de interseccion.
Si latangente es cxo + ax; + bx, =0 cona 6 b no nulos entonces la recta
ax + by + c =0 es asintota.
Si latangente es Xp= 0 entonces hay rama parabdlica en la direccion de la recta
ax+by=0

Demostremos las afirmaciones sobre tangentes en los puntos del infinito de C y
asintotas de C que se han realizado



Tangente en un punto a una curva C en el plano proyectivo
La ecuacién homogéneade Ces  F(Xo, X1, X2) =0  (polinomio homogéneo)

La recta que pasa por P = (po, p1, p2), punto de Cy Q =(qo, 01, g2) tiene por ecuaciones
paramétricas pXi=pi+Aqi 1=0,1,2

Queremos hallar los puntos de interseccion de la curva con la recta
F(Xo, X1, X2) = (1/p") F(pXo, pX1, pX2) = 0 , sustituyendo

oF oF oF
F(pXO,pXI,pXZ) = F(po +7“QO’ Py +7\'q1’ P, +7“Q2) = F(po: Py pz) +7L|:(6X0Jpqo +(6X1qul +(6X2]qu:|+“'

X r 0'F i A n! 0"F iy iy i
= Z T oariags | Qodidz [Tt Z T waviaon | 90dids =0
= T, Oxgoxoxs ) N i 1ML OXgOxfoX3 ),

Esta ecuacion en A tiene n raices, como P esté en la curva, F(po, p1, p2) = 0, es decir
una de las raices es A=0. Cuando el primer corchete se anula, A=0 sera raiz doble y la
recta PQ tiene dos puntos comunes con la curva en P, asi la recta es tangente a la curva
en C. Luego la ecuacion de la recta tangente a C en P es:

oF oF oF

— | Xo+| — | X, +| — | X, =0

0X, ), 0%, ), X, ),
Si el primer corchete es idénticamente nulo porque las tres derivadas parciales en P se
anulan, el punto P es punto multiple de la curva. Si todas las parciales de ordenr —1 se

anulan y alguna de orden r no se anula en P, el punto P es multiple de orden r.
La ecuacién conjunta de las r tangentes en P es:

I r o
- I-I’.'- . 0 |I:l - Xz)oxlllxlzz =0 *)
im 1! Oxgoxox3 ),

Asintotas y ramas parabdlicas

Hemos visto anteriormente que las direcciones asintdticas de C se obtenian a partir de
los términos de mayor grado de F(X,y)

FOY) =fa(x,y) + faoa (Xy) + ... + fa(xy) + fo=0

Al homogeneizar resulta
F(Xo, X1, X2) = Fa(X1,X2) + Xofn_ 1 (X1,X2) + Xo* Fo_1 (X1,X2) ... +X"fo=0

Consideremos una direccion asintotica de la forma y = mx donde m verifica que
fo(1,m)=0

La interseccion con la recta del infinito es el punto (0, 1, m)



Debemos calcular la tangente a C en ese punto P = (0,1,m)

oF -
[aTj - (fn—l(xl! Xz) + 2X0fn—2(xl’ Xz) +---NX, 11:0 )P = 1:n—l(]" m)
0/p

i - af” + X, % +...X8_l a_fl :fn(l’m)
X, ), \0X, ), X, ), oX, ),

Falta solo calcular la derivada parcial con respecto a x; 'y comprobar que es

Si f (X,,X,)=d.X] +d,x] X, ++--+d X}
f,Am)=d,+dm+---+d m"=0

[S—Fj =nd, + (n—-1d,m+(n-2)d,m? +---+d,_m"* =n(d, +d,m+---+d,_m"") -
X, o

—@m+--+(n-d,_m")=-nd m" —(dm+---+(n-1d _m"*") =
=—(@dm+---+(n-2d _m"*+nd m")

Y esta expresion es justamente —mf, (1, m)
Por tanto la tangente en P = (0,1,m) es  f (1, m)x, —mf, (L, m)x, +f (1, m)x, =0

Que deshomogeneizando resulta:

fLm)—mf Lm)x+f @Lmy=0 osea y=mx— oM
f' (4,m)

que era la ecuacion de la asintota.

Si latangente es xo , es decir, f (1,m)=0, f,_1(1,m) = 0 tendremos las condiciones
para rama parabolica como queriamos comprobar.

Si el punto del infinito es un punto multiple de orden r, habria que analizar las tangentes
dadas por la expresion (*). Pero es mucho mas sencillo deshomogeneizar la ecuacién F
para que dicho punto sea el origen de coordenadas y calcular las r tangentes ahi. Lo
comprobamos en un ejemplo.
Ejemplo:

FOy) =x*+y>x—y*+xy =0

El origen (0,0) es un punto doble.
Las tangentesson x-y=0, y=0

Direccion asintética x =0
Asintotas paralelas a los ejes (coef. dey?) x =1

Si homogeneizamos F para estudiar el
comportamiento en el infinito, tenemos

F(Xo, X1, X2) = X1* + XoXaXo” — Xo?%a% + Xo™X1X2 = 0



El dnico punto de corte de C con la recta del infinito es (0,0,1)

Este punto es multiple porque las derivadas parciales se anulan en él. Para estudiar las
tangentes a C en (0,0,1) deshomogeneizamos respecto x, para llevarlo al origen en el
nuevo plano afin.

Dividiendo por x,* y denominando z = Xo/Xs, t = X1/X» resulta

C: t'+zt—-22+74=0

Las tangentes a C’ en (0,0) que es un punto doble vienen dadas por los términos de

menor grado, es decir, z=0 y t-z=0

Que pasando de nuevo al proyectivo (homogeneizando) correspondena xo =0 y
X1 —Xo=0

Por tanto las ramas infinitas de C son una asintota x—1 =0 (correspondiente a la
tangente x; — Xo = 0) y una rama parabdlica en la direccion x = 0 (correspondiente a la
tangente Xo = 0)

La representacion grafica de C en el plano proyectivo real P,(R) es

1
o

X2




