COMBINATORIA de TRIANGULACIONES vy
PSEUDO-TRIANGULACIONES

TRIANGULACION DE NUBES DE PUNTOS

En toda triangulacién de un conjunto S de n puntos del plano con k de ellos en su cierre
convexo hay

t=2n-2-k tridngulos
y A=3n-3-k aristas

Dem.:

Aplicamos la formula de Euler C+V =A+2 al grafo de la triangulacion.
Las caras son C=t+1

Los vértices son V=n

Y si contamos las aristas mirando a los triangulos tenemos 2A =3t+k

pues cada arista interior se cuenta dos veces y las de CH(S) so6lo una.
Sustituyendo en la férmula de Euler, resulta :

t+1+n:%(3t+k)+2

Luego t=2n-2-k y A=3n-3-k




GRADOS EN EL GRAFO TRIANGULACION

(Cuantos vértices de grado 3 puede tener una triangulacion de n puntos? Intentaremos
dar respuestas parciales a esta pregunta.

En primer lugar observamos que, dada una triangulacion T siempre podemos obtener
otra afladiendo vértices de grado 3 en el cierre convexo.

Por esto vamos a contar sélo los vértices interiores de grado 3

Sea S un conjunto de n puntos, T una triangulacion del conjunto S. Si llamamos n; al
numero de vertices de T de grado 3 que no estan en CH(S), se cumple que:

n}g{zn—sJ
3
Dem.:

Si eliminamos de S el conjunto S; de los nj3 vértices de grado 3 interiores, queda una
triangulacion del conjunto V=S-S; , |V|=n—n;

Tendremos mayor numero de vértices de grado cuanto mayor sea el nimero de
triangulos en la triangulacion de V, es decir cuando haya 3 puntos en CH(S).

En este caso tendremos t=2(n—n3)—k—-2=2(n—n3) -5

Luego n3<2(n—n3)—5
n}g{zn—sJ
3

Ademas existe una triangulacion con ese numero de vértices interiores de grado 3. Se
toma un conjunto S de j = (n — 4)/3 puntos. Se triangula S (dentro de un tridngulo para
tener j +3 puntos). En cada una de las 2(j+3) — 5 caras acotadas se inserta un punto y se
triangula.

Asi el namero de vértices interiores de grado 3 es

23+3)-5=2j+1=(2n-5)/3

Y el nimero total de puntosesj+2j+1+3=3j+4=n




TRIANGULACION DE POLIGONOS

Toda triangulacion de un poligono de n vértices consta de n — 2 tridngulos y tiene n — 3
diagonales.

Dem.: Por induccion sobre n

Paso base) Para n=3 es obvio

Paso de induccidén) Supongamos que el resultado es cierto para todo poligono con
menos de n lados. Tomamos el poligono P y lo descomponemos en dos, P’ y P’’ por una
diagonal.

P’ tiene n’ lados, P’ tiene n’’ lados. Se cumpleque n’+n”’=n+2
y por hipotesis de induccion que P’ se triangula en n’ — 2 triangulos y P> en n”” — 2.
Asi el nimero de tridngulos de P sera:

t=(n"-2)+(n”’-2)=n-2

En cuanto al numero de diagonales d, si contamos los lados de todos los triangulos, se
verifica que 2d +n = 3t, luego sustituyendo en la expresion anterior

d=n-3

TRIANGULACION DEL CIERRE CONVEXO DE UN POLIGONO

Sea P un poligono, CH(P) su cierre convexo y T una triangulacion de P y de los
bolsillos de CH(P). Cada bolsillo es una componente conexa de CH(P) — P
El poligono de la figura tiene tres bolsillos.
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Si Ap es el nimero de tridngulos de T que no tienen lados en P,
A, es el numero de triangulos de T con dos lados en Py
A es el nimero de bolsillos de P, entonces

A=Ay +A+2




Dem.:

Consideramos los arboles duales de la
triangulacion de P y de sus bolsillos.
Recordemos que en un arbol se cumple
t1=2+t3+ 2t +3t5+ ...

donde t; es el nimero de vértices de grado j
Para estos arboles duales esta relacion se
convierteen t;=2+t3

Como en P tenemos que t; =A,, t3=A,, resulta A, =2+ Ay
Y en cada bolsillo tenemos que
si el tridangulo de la “tapa” es hoja entonces A, = t;—1, Ap=t3
si el triangulo de la “tapa” no es hoja entonces Ay = t;, Ag=t;+1
es decir, A, =1+ Ay en cadauno de los bolsillos.
Sumando todas las expresiones correspondientes a P y sus bolsillos, resulta

Ay =Aj+A1+2

TRIANGULACION DE POLIGONOS CON AGUJEROS

Toda triangulacion de un poligono de n vértice con h agujeros constade n+2h—2
triangulos y tiene n+3h -3 diagonales.

Dem.:
Aplicamos la formula de Euler C+V =A +2
Ahoraes V=n, C=t+h+l1, 2A=3t+n

Sustituyendo resulta, n+t+h+1= %(3t +n)+2

Luego 2n+2t+2h-2=3t+n+4 yportanto,| t=n+2h-2

Y como d=A —n, también tenemos

d=%(3t+n)—n=%(3t—n)=%(3n+6h—6—n) d=n+3h-3




PSEUDO-TRIANGULACION DE NUBES DE PUNTOS

Un pseudo-triangulo es un poligono con 3 vértices convexos

Pseudo-triangulo

puntiagudo

no puntiagudo

Un vértice en un grafo plano es puntiagudo si uno de los angulos incidentes en ¢l es
mayor que 1

Toda pseudo-triangulacion de n puntos de los cuales p son puntiagudos consta de
t=2n-2-p pseudotriangulos
A=3n-3-p aristas

O bien, en términos de los ny vértices no puntiagudos,
t=n-2+ny pseudotriangulos
A=2n-3+n, aristas

Asi, cuando todos los vértices son puntiagudos (ny=0) el numero de aristas es el menor
posible. Por eso las pseudo-triangulaciones puntiagudas (con todos sus vértices
puntiagudos) son las pseudo-triangulaciones minimas.

Dem.: Contemos los dngulos menores que © de dos formas distintas:
(1) En cada pseudo-tridangulo hay 3, en total 3t
(2) En cada vértice puntiagudo v hay d,—1
En cada vértice no puntiagudo v hay d,
En total, si V es el conjunto de no puntiagudos tendremos
2, -D+>d,=>d ~(n-n)
veV, vev, veV
Por tanto, 3t=2A —n+ny
Aplicamos ahora la formula de Euler C+V - A=2, dondeC=t+1
6=3V-3A+3C=3n-3A+3t+3=3n-3A+2A-n—ny+3

Luego A=2n-3+ny,

Y, sustituyendo  3(C—1)=4n—-6+2ny—n+ny, esdecir |[t=n—2+ny

Podemos definir las pseudo-triangulaciones puntiagudas como grafos maximales, sin
cruces y puntiagudos (todos los vértices puntiagudos).



Otro aspecto combinatorio interesante sobre las triangulaciones y pseudo-
triangulaciones es contar cuantas hay diferentes sobre el mismo conjunto de puntos S.

COTAS SOBRE EL NUMERO DE TRIANGULACIONES

Dado S, conjunto de n puntos en el plano, ;de cuantas formas se puede triangular S?

COTA INFERIOR

2,33" < tr(S) 06, Aichholzer et al.

Es decir, todo conjunto S admite al menos 2,33" triangulaciones distintas
Se conjetura que la distribucion de puntos con menor numero de triangulaciones
corresponde al “doble circulo”

COTA SUPERIOR

tr(S) < 43" 06, Sharir, Welzl

Es decir, un conjunto S admite a lo sumo 43" triangulaciones distintas.
Se conjetura que la distribucion con mayor nimero de triangulaciones corresponde a la
doble cadena en zig-zag

~J72"

06, Aichholzer et al.

COTAS SOBRE EL NUMERO DE PSEUDO- TRIANGULACIONES

El doble circulo tiene ~+/28" pseudo-triangulaciones puntiagudas y

~+/40" pseudo-triangulaciones en total
La doble cadena tiene ~ 12" pseudo-triangulaciones puntiagudas y

~ 20" pseudo-triangulaciones en total
06, Aichholzer, Orden, Santos, Speckmann
~ significa salvo un factor polindmico



Vemos ahora qué sucede con las triangulaciones y pseudos-triangulaciones de un
poligono de n lados

NUMERO DE TRIANGULACIONES DE UN POLIGONO

El nimero de triangulaciones de un poligono de n lados alcanza su valor maximo en un
poligono convexo, este valor es el nimero de Catalan C, _, . Y existen poligonos con
triangulacion unica (el de la figura)

2n-4
Por tanto, 1<tr(P)< i ~ O(4"n¥?)
n-1\ n-2

NUMERO DE PSEUDO-TRIANGULACIONES DE UN POLIGONO

Ahora el numero de pseudo-triangulaciones es funcién del ntimero k de vértices
convexos del poligono.

Un poligono P con k vértices convexos tiene entre 2*~° y Cx_, (nimero de Catalan)
pseudo-triangulaciones. (Ambas cotas son ajustadas)

La cota superior se alcanza en el poligono convexo de k vértices.
La cota inferior se alcanza en el poligono de la figura.

Las diagonales dibujadas de
P se agrupan en k — 3 pares
que se cortan. Cada eleccion
de un elemento de un par
origina una pt diferente.




