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Red de transporte N = (D,c)

c:A—> Z+ CAPACIDAD
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FLUJO enunared N
1. f(x,y) <c(xy)

2. > f(x,v)= ) f(v,2)

XveA

vzeA

f:A—> Z*
VIABILIDAD

Paratodo v#s,t
CONSERVACION
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VALOR DEL FLUJO f val(f) = f"(s) = (t)

OBJETIVO

Dada una red N, hallar el valor maximo del flujo y un
flujo de valor maximo



CORTE en N es una particion de V =SuUT, conseS, teT

Capacidad de un corte cap(S,T) = ZC(X, y)

xeS,yeT
cap(azul)=11

cap(verde)=12



FlujonetodeSaT Zf(x1 y) - Zf(V’ u) = val(f)

XeS,yeT veT,ueS

val(f)< > f(x,y)< > c(x,y)=cap(S,T)

XeS,yeT xeS,yeT



Corolario

max val(f) < min cap(S,T)

Teorema de Ford-Fulkerson (1955)

max val(f) = min cap(S,T)
f flujo (S,T) corte




¢, Como aumentar un flujo de s a t?

Caminos dirigidos de s at
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S b e

residuo o; = C(X;,X;41) — (X, Xi11)

o =min o,

P es camino de f-aumento si o.>0
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¢ Y sien el camino de s at hay arcos hacia atras?
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53 41
O @ >Q < O »O
S b e d t
residuo o = C(Xi,Xi,1) — F(Xi, Xi41)
o = f(X11,%;)
o =min a;
P es camino de f-aumento si a>0
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Si un flujo f es maximo, entonces la red NO puede tener
caminos de f-aumento
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Teorema de Ford-Fulkerson

El valor maximo de un flujo en una red N es igual a la minima
capacidad de los cortes de N

Dem.

Si f es un flujo de valor maximo, no hay caminos de f-aumento
de s a t. Construiremos un corte de capacidad val(f)

S = {xeV/ existe un camino de f-aumento de s a x} T=V-S5

val(f)= > f(x,y)— > f(v,u)= > c(x,y)-0=cap(S,T)

xeS,yeT ueS,veT xeS,yeT
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val(f)=7

El corte S={s,a,b,e} T=V -S tiene capacidad
cap(S,T)=7
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¢, Como se construye un flujo de valor maximo?

Método de Ford-Fulkerson
1. Partir de =0

2. Mientras exista P camino de f-aumento en la red N,
aumentar f a lo largo de P

3. Devolver f

¢ Este proceso acaba?

Al final, ¢ se obtiene un flujo maximo?
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1. Se supone gue existe un flujo de valor maximo

2. Si las capacidades son enteras el método de Ford-Fulkerson
puede necesitar analizar val(f) caminos. Como el analisis de
cada camino tiene un coste O(q), la complejidad es O(val(f)q)

a
‘ 1000

Jl @:  maxfiujo=2000

S ‘ /
m‘ ® 1000
b

1000
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Ay P
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Tras 2000 caminos como los anteriores alcanzamos el
flujo maximo

a
O
1000 1000
b
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3. Si las capacidades son numeros reales, el método de Ford-
Fulkerson puede no alcanzar el flujo de valor maximo.

En la red de la figura el valor del flujo maximo es 2M + 1

M >>2 @ r es la raiz positiva de

M X2=1-X
/ r\‘\ r~0,62
M

Caminos considerados
P, = Schbt

1 p, = sabcdt
M M p, = scbat

p; = sdcbt
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1.0 0

Caminode | Flujo |Capacidad residual
aumento | enviado cd ab cb
Po 1 1 r 0
o} r 2 0 r
P, r 2 r 0
P, r2 0 3 r2
o r2 2 3 0

P, = schbt
p, = sabcdt
p, = scbat
p; = sdcbt

Pr=1—-r,rr=r—r? ...

Tras bloque P= p,p,p,pP;
el flujo enviado ha
aumentado en

2(r +r2)

Repetimos el bloque
P=p,p,p1P; Y -
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M \ \ P, = scht
/ r ) p, = sabcdt
M ;/,@/'@) p, = schat
@ p; = sdcbt

1 _ _
M \ M r=1-r,rP=r—-r? ...

Capacidades residuales de cd, ab y cb tras cada bloque de caminos P

(1,r,0) = (r%,r3,0) - (r4,r°,0) » ... => (",m*1.0) ->...

El aumento de flujo en los sucesivos bloques es 2(r+r?), 2(r3+r?), ...
luego el flujo total tras infinitos pasos por P sera

o or ...que no converge
val(f) =1+ Zr' =1+——=3+2r al valor maximo
i=0 1-r conocido 2M + 1
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ALGORITMO DE ETIQUETADO (Edmonds, Karp)

Estrategia
Paso 1) Partir de un flujo cualquiera, =0
Paso 2) Usar busqueda en anchura para construir un arbol de

caminos de f-aumento con raizen s
* Si el arbol alcanza t, aumentar f a lo largo del camino

correspondiente y volver al paso 2) con el nuevo flujo f
 Si el arbol no alcanza t, FIN del algoritmo.
El flujo considerado es maximo. Un corte de capacidad
minima es (S,T) donde
S = {vértices que se alcanzan desde s en el ultimo arbol con
caminos de f- aumento},
T=V-S
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0

a+3

e+ 3

t+3

d+2

Camino: s, a, e, t

Residuo 3
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Camino: s, b, d, t
Residuo 2
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Camino: s, b, e, t
Residuo 2

{+
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f3

‘/ \ NO hay camino de
>< aumento para f;
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S={s,a,b,e} T={d,t}

es el corte formado por los vértices que se alcanzan
desde s con caminos de f-aumento
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Teorema (1972)

El algoritmo de etiquetado de Edmonds y Karp calcula un
flujo maximal en O(ng?)

Dem. El algoritmo construye una sucesion de flujos f,, f;, ..., fy, ,
¢.cuantos flujos se construyen? y ¢ .cual es el coste de cada uno?

Se puede demostrar que:
M < n° de aristas criticas (aquellas que se saturan en el camino de
aumento) < g (maximo n° de veces gue una arista es critica) < gn

Como el coste de cada flujo es, basicamente, el coste de una
busqueda en anchura, es decir O(q), resulta que la complejidad del
algoritmo es O(ng?)
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Otros algoritmos:

* Algoritmo de Dinic

Encuentra todos los caminos de f-aumento con sélo una
busqueda en anchura. Complejidad O(n?q)

 Algoritmos de PREFLUJO (Karzanov-Goldberg-Tarjan)
Parten de un preflujo f (cumple viabilidad pero no
conservacion) que no admite caminos de f-aumento y lo
modifican hasta conseguir que se cumpla la ley de
conservacion ff(v) = f(v)
Complejidad O(n3)
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REDES NO DIRIGIDAS O MIXTAS
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Precaucion: Por los nuevos arcos NO puede haber
flujo simultdneamente en los dos sentidos
27



REDES CON RESTRICCION DE CAPACIDAD EN
LOS VERTICES

D f(x,v)= > f(v,z) <c(v) Para todo v # st

XveA vzeA
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REDES CON RESTRICCION DE CAPACIDAD EN
LOS VERTICES

Q—>Q

fintason v-v*?t

/ Las aristas de capacidad

Un corte de capacidad finita en N’ corresponde a un
conjunto Z de V — {s,t} cuya supresion impida el flujo
positivo de s at.

Esto es lo que se llama un corte en N
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REDES CON RESTRICCION DE CAPACIDAD EN
LOS VERTICES

Teorema

Sea N una red con capacidad acotada en los veértices,
entonces

max val(f) = min cap(2)
f flujo Z corte
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REDES CON VARIAS FUENTES Y/O SUMIDEROS
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REDES CON ACOTACION SUPERIOR E INFERIOR

e

i _
N 1,5
02 O
3,6
O
9 Petr6leo en Alaska

m,u.A— ZF

a
C p—
1,3
1,4
- @ ™
s
2,7
b
N= (D, m, u)

0 <m(e) <u(e)

para todo arco e
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REDES CON ACOTACION SUPERIOR E INFERIOR
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FLUJO enunared N f-A—> ZF
1. m(x,y) <f(x,y) <u(x,y) VIABILIDAD

2. LEY de CONSERVACION
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ATENCION Hay redes NO factibles

1,3 4,6

O g

PROBLEMAS
1. Dada N determinar si es factible
2. SI N es factible, hallar un flujo en N

3. Adaptar el método de Ford-Fulkerson a N
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FLUJOS EN REDES CON COSTE

En cada arco de la red tenemos: CAPACIDAD limitada
COSTE por unidad de flujo

//

» o b

T
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Cap(x,y)=1
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Flujo 0-1 f(x,y) €{0,1}
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f flujo maximal > conjunto de caminos

val(f) —> n°® maximo de
mensajeros
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TEOREMA DE MENGER (version aristas)

Si sy t son vértices de un grafo G, entonces el minimo n° de
aristas separando s de t es igual al maximo n°® de caminos de s
a t sin aristas comunes

Dem.

Basta aplicar el Teorema de Ford-Fulkerson a la red asociada N
con capacidad uno en cada arista.

Corteen N

Conjunto de aristas separador en G

Numero de aristas separadoras Capacidad del corte

CaminodesatenG Unidad de fluodesatenN

NUmero de caminos
sin aristas comunes

= |Valordeunfluypdesat
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