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ALGEBRAS DE BOOLE

Un algebra de Boole es un reticulo complementario y distributivo

(P(X), ©) y (D4, |) son algebras de Boole

(D,y, |) NO es complementario, luego no es algebra de Boole

Propiedades:
(1) Involutiva (@) =a vVa eA
(2) Leyes de De Morgan
(avb)=aAb y (aanb)y=avb VabeA

(1) Por ser a’ el complementario de a se cumpleque ava =1
y arna=0
Si ademas el complementario es unico, (a’) =a



ALGEBRAS DE BOOLE

Un algebra de Boole es un reticulo complementario y distributivo

(P(X), ©) y (D4, |) son algebras de Boole

(D,y, |) NO es complementario, luego no es algebra de Boole

Propiedades:
(1) Involutiva (@) =a vVa eA
(2) Leyes de De Morgan
(avb)=aAb y (aanb)y=avb VabeA

(2) Hemos de probar que el complementariode av b es a’ A Db’
(avbv@aab)=avbv@ab)=av(bva)a(bvb) =
—av((bva)al)=av(bva)=1

(avbya@ aAb)=((avb)ra)ab =(arna)v(bara)aAb =
=(lvbbaa))ab)=bara Ab =0



Construcciéon de ALGEBRAS DE BOOLE

El producto de algebras de Boole es un algebra de Boole

Proposicion
Si A es un algebra de Boole, B un reticulo y f:A—B un isomorfismo

de conjuntos ordenados entonces B es un algebra de Boole

Dem.:

(1) B es acotado

f es isomorfismo de reticulos luego f(1,) es el maximo de By
f(0,) es el minimo de B

(2) B es complementario
Dado beB, 3!a €A, tal que f(a) =b, f(a’) es el complementario de b

b v (@) =f(a) v @) =flava)="f(1,) = 1,

b A f(@) = f(a) A f(a) = f(a A &) = f(0,) = 0,




Construcciéon de ALGEBRAS DE BOOLE

El producto de algebras de Boole es un algebra de Boole

Proposicion
Si A es un algebra de Boole, B un reticulo y f:A—B un isomorfismo
de conjuntos ordenados entonces B es un algebra de Boole

Dem.:
(3) B es distributivo

vXx,y,zeB sean x=f(a), y=f(b), z=f(c)

xvy)az=(~f(a) vib) Af(c)=flavb)af(c)=f((avb)ac)=
f(anc)v(bac)=flanc)vi(bac)=(f(a) Af(c) v (f(b) A f(c)) =
=(XAZ2)v(YyAZ)

Y analogamente la otra propiedad distributiva



Construcciéon de ALGEBRAS DE BOOLE

Proposicion
Si (A, £) esun algebra de Boole, xeA, A={z sA/z<x} esun
algebra de Boole

Dem.:
(1) A, es subreticulo

Si a,b €A, entonces a<x, b<x, luego sup{a,b} <x, inf{a,b} <x
(2) A es acotado  Elmaximo es x y el minimo es 0 =min(A)

(3) A, es distributivo, pues las operaciones A, v son cerradas en A,

(4) A, es complementario. Dado ze A, z’ su complementario en A

Z'AX es el complementario en A, porque
Zv(Z AX)=(zVvZ)A(ZzVvX)=1AX=X

ZA(Z AX)=2ZAZ)AX)=0AXx=0



TEOREMA

(D,.|) es algebra de Boole < n=p,;-p,-..

. ‘P con pzp; I
Dem.:

=) (D,,, |) es siempre reticulo acotado de minimo 1 y maximo n
Asi si ay a’ son complementarios en D, serd& mcd(a,a’)=1 vy
mcm(a,a’) =n, luego aa =n, porlogque a =n/a
Supongamos que n=p'g conr>1

Entonces a=p no tiene complementario en D, , pues silo
hubiera seria a’ = p™lq con mcd(a,a’) #1

Por tanto, todo factor primo de n tiene exponente 1




TEOREMA

(D,,|) es algebra de Boole < n=p;-p,-...-p, CcONpP=P;, i#]

Dem.:

<) Para demostrar que D, es algebra de Boole construimos un
Isomorfismo de conjuntos ordenados P(X) — D,, para cierto X

Sin=p;-p,... Py llamamos X ={p;, P,,..., P} Y definimos

f:P(X) - D,
A - f(A) f(A) es el producto de los primos que
o - 1 aparecen en A (todos distintos)

f es una biyeccion por construccion

f es isomorfismo de conjuntos ordenados porgue
AcB < f(A)]|f(B)

Por tanto, (D,,|) es algebra de Boole por el teorema anterior



TEOREMA

Toda algebra de Boole finita es isomorfa al algebra de Boole de
las partes de un conjunto finito

Es decir, dada (A,<) algebra de Boole finita, existe un conjunto C
tal que (A, <) = (P(C), ©)

Lema l

Sea A algebra de Boole finitay M = {a,, a,, ..., a,} el conjunto de los
elementos minimales de A — {0}. Entonces V acA — {0} se

verifica que

a=av..va cona..aeM

Lema 2
La descomposicion del lema anterior es Unica salvo el orden de los

elementos minimales (no hay repetidos)




Lema 1l
Sea A algebra de Boole finitay C = {a,, a,, ..., &} el conjunto de los

elementos minimales de A — {0}. Entonces V acA — {0} se
verifica que

a=av..va cong..a eC

Dem.: Si a es minimal en A — {0} ya esta, si no lo es existe a,eC

con a <a pues A es finita.

Asi a=ava cona =ana

Si a’ minimal ya esta. Si no es asi se repite el razonamiento

Como A es finita en un numero finito de pasos llegaremos a expresar
a como disyuncion de minimales.

Corolario
En las condiciones del lema, a; v ... va, =1



Lema 2
La descomposicion del lema anterior es Unica salvo el orden de los

elementos minimales y elementos repetidos.

Dem.:
Supongamos gue hay dos descomposiciones de a en minimales

a=a v--va =b v---vb,

1 r I Js

Asi & =arq =a A(@ v---va )=a Ab, v---vb,)
a.ll:(all/\all)\/"'\/(all/\alr):(all/\bjl)\/"'\/(all/\bjs)
Como todas las a’'s y b’s son minimales en A — {0}

& ADy =--=8 by =0 Luego &, =0

Contradiccion!!




TEOREMA

Toda algebra de Boole finita es isomorfa al algebra de Boole de
las partes de un conjunto finito

Es decir, dada (A,<) algebra de Boole finita, existe un conjunto C
tal que (A, <) = (P(C), ©)
Dem.:

Siguiendo la notacion del lema 1, el conjunto C seréa el de los
elementos minimales de A — {0}

Se construye la aplicacion f: A — P(C)
a—> {a, 3}
0> U

siendo a=a v--vg ladescomposicion dellemal

Debemos probar que f es una biyeccion que conserva el orden con
lo que f serd un isomorfismo de conjuntos ordenados



TEOREMA

Toda algebra de Boole finita es isomorfa al algebra de Boole de
las partes de un conjunto finito

Dem. (sigue): f: A — P(C)
a —{a, a1} a=a v---va
0 » U

f es inyectiva, sif(a) = f(b) entonces {a;,--,a }=1{b,,-,b; }

luego, a=a, v---va =b. v--vb =D
1 r hh Js

f es suprayectiva, dado un subconjunto H de C, {Cil,---,Cir}
elelementocde A C=¢C; v---vC  estalquef(c)=H




TEOREMA

Toda algebra de Boole finita es isomorfa al algebra de Boole de
las partes de un conjunto finito

Dem. (sigue): f: A — P(C)
a —>{a,a} a=a v---va
0 » U
f conserva el orden, es decir, a<b < f(a) < f(b)
Si f(a) c f(b) esclaro que a<b
Si a<b entonces asnb=a luego
(av..va)a(bv..vb)=av..va, aplicando distributiva

U@~ab)=av..va, Porlaunicidad, paracadai=1,...s
i=L..s existe j tal que ai/\bj—ai = a = bj

Por tanto, {a,,... , a; < {b;,... , b} esdecir, f(a)cf(b)



TEOREMA

Toda algebra de Boole finita es isomorfa al algebra de Boole de
las partes de un conjunto finito

Corolario
Para toda algebra de Boole finita existe n tal que |A| =2"




ALGEBRAS DE BOOLE {0, 1}"

El conjunto B = {0,1} con las operaciones v y A definidas por:

Vv 0 1 A 0
0 0 1 0 0 0
1 1 0

es un algebra de Boole y, por tanto, tambiénlo es B"=Bx --- xB

Teorema

Si C es un conjunto de n elementos, entonces las algebras de Boole
P(C) y B" son isomorfas

Dem.: SiC ={c,, ..., c,} sedefine f:P(C)—>B" asi:
Para ScC, 1(S)=(a;, ..., a,) cona =1si ¢; €S, a =0siceS

Se comprueba facilmente que f es una biyeccion que conserva €l
orden, por lo que es un isomorfismo de algebras de Boole




