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Controlando en un grafo

Controlando desde vértices

@ CONJUNTO DOMINANTE

® RECUBRIMIENTO

Controlando desde aristas

/ CONJ. DOMINANTE DE ARISTAS

//  RECUBRIMIENTO POR ARISTAS
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Controlando en Geometria Computacional

Grafo triangulacion

Guardias-vertice Guardias-arista
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Controlando en Geometria Computacional

; Triangulaciones? VIGILANCIA DE TERRENOS

Minimizar es un problema NP-duro GUARDIA-VERTICE (PUNTO)
Cole-Sharir, 89 ALTURA FIJA
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DOMINACION, ¢ por qué?

1) Terremoto 0 erupcion

2) Deteccion por los sensores

3) Cada sensor envia datos
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DOMINACION, ¢ por qué?

Con los sensores ... iNo mapal!
iNo camino!
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DOMINACION, ¢ por qué?

Con los sensores ... iNo mapal!

iNo camino!

UDG
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DOMINACION, ¢ por qué?
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DOMINACION CONEXA

Redes ad-hoc
Esqueleto virtual

Conjunto
dominante y conexo
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DOMINACION

Problemas de dominacidn en grafos

e Conectividad

 Distancia entre vertices dominantes y dominados
« Multiplicidad en la dominacion

» Potencialidad. (Monitorizacion de redes eléctricas)

Triangulaciones (combinatorias)
* Un tipo especial de triangulaciones
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CONTROLANDO TRIANGULACIONES
SodNT

‘ Problema algoritmico ‘

Dada una triangulacion T

g(T) = min{|G| / G es un conjunto de guardias para T}
B(T) = min{|K| / K es un recubrimiento de T}

El calculo de estos parametros es un problema NP-completo

y(T) < g(T) < B(T)
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CONTROLANDO TRIANGULACIONES

y(T) <g(T) <B(T)

v(T) <3 v(T) > 3

y(T) =3
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CONTROLANDO TRIANGULACIONES

y(T) <g(T) <B(T)

g(T) <4

g(T) =4
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CONTROLANDO TRIANGULACIONES

y(T) <g(T) <B(T)

B(T) <8

pB(T) =8
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CONTROLANDO TRIANGULACIONES

‘ Problema combinatorio ‘

h(T) = min{|K| : K es un conjunto (------- ) de T}

(------- ) dominante, vigilante, recubrimiento, dominante con
una determinada propiedad

h(n) = max {h(T) : T es una triangulacion, T = (V,E) , |V| = n}

‘Cotas combinatorias para h(n) ‘
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CONTROLANDO TRIANGULACIONES

‘ Problema combinatorio ‘

h(T) = min{|K| : K es un conjunto (------- ) de T}

h(n) = max {h(T) : T es una triangulacion, T = (V,E) , |V| = n}

‘Cotas combinatorias para h(n) ‘

Para cada condicion H debemos encontrar:
Cota inferior  Un ejemplo de triangulacion que necesite h(n)

Cota superior Demostrar que toda triangulacion se puede controlar,
cumpliendo H, con un conjunto de cardinal h(n)
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DOMINANDO TRIANGULACIONES

Teorema Matheson, Tarjan, ‘96

Toda triangulacion de n vertices se

) n , .
domina con LgJ veértices

Dem.: (esquema)

Toda triangulacion admite una 3-coloracion (impropia) tal que
cada clase de color es dominante y el subgrafo inducido por la
cara exterior coloreado propiamente
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DOMINANDO TRIANGULACIONES

Teorema Matheson, Tarjan, ‘96 Cota superior

n
Si T es una triangulacion de orden n, entonces y (T) < LEJ

La cota es ajustada para triangulaciones sin puntos interiores

Cota inferior

EJ < (n)

oot b
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DOMINANDO TRIANGULACIONES

Si todas las caras son triangulos (grafo planar maximal)

Conjetura (Matheson, Tarjan, '96)
Toda triangulacion con suficiente numero de vertices (n>n)
tiene un conjunto dominante de tamafno a lo sumo n/4
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DOMINANDO TRIANGULACIONES

Conjetura (Matheson, Tarjan, '96)
Toda triangulacion con suficiente numero de vertices (n>n)
tiene un conjunto dominante de tamano a lo sumo n/4

En 2010, King y Pelsmajer demostraron la conjetura para
triangulaciones de grado méaximo 6 (con n, = 4.5x10°)

En 2014, Plummer, Ye y Zha demostraron que si G es una
triangulacion hamiltoniana con n>25 y 8>4 entonces v(G) <[ 5n/16

En 2010, Plummer y Zha demuestran la cota n/3 para triangulaciones
en el plano proyectivo, toro y botella de Klein

2015, Furuya y Matsumoto, cota n/3 en cualquier superficie cerrada
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DOMINACION CONEXA en TRIANGULACIONES

S conjunto dominante

v(G) minimo cardinal de un conjunto dominante
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DOMINACION CONEXA en TRIANGULACIONES

D conjunto dominante,
G[D] grafo conexo

vc (G) minimo cardinal de un conjunto dominante conexo

Y(G) <7.(G) <3y(G) — 2
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DOMINACION CONEXA <> HOJAS en ARBOL GENERADOR

G grafo conexo, orden n

Maximum Leaf Spanning Tree (MaxLeafST) es el arbol generador
de G con el mayor numero posible de hojas.
Sea h(G) ese maximo de hojas, entonces

n=vy-.+h

h2n —Ye
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DOMINACION CONEXA <> HOJAS en ARBOL GENERADOR

G grafo conexo, n vértices

Maximum Leaf Spanning Tree (MaxLeafST) es el arbol generador
de G con el mayor numero posible de hojas.
Sea h(G) ese maximo de hojas, entonces

n=vy-.+h

h2n —y. n—hzy.
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DOMINACION CONEXA <> HOJAS en ARBOL GENERADOR

G grafo conexo, n vértices

Maximum Leaf Spanning Tree (MaxLeafST) es el arbol generador
de G con el mayor numero posible de hojas.
Sea h(G) ese maximo de hojas, entonces

n=vy-.+h

h2n —y. n—hzy.
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DOMINACION CONEXA en TRIANGULACIONES

Albertson, Berman, Hutchinson, Thomassen, ‘90

Toda triangulacion tiene un arbol generador sin véertices de grado 2

2(n—1) = =d(v) > h + 3(n — h)

Luego h Z[n;ﬂ

yC(T)S[n_ZJ Cota

2 superior
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DOMINACION CONEXA en TRIANGULACIONES

VC(T)SLnEZJ

La cota es ajustada (si T no tiene puntos interiores)

Grafo periplano maximal
(Maximal outerplanar graph, MOP)

n—2

yc(n) = LTJ (en MOP’s)
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DOMINACION CONEXA <> VIGILANCIA CONEXA

Grafo periplano maximal < Grafo triangulacién de un poligono

O guardias

S dominante conexo < S conjunto conexo de guardias
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DOMINACION CONEXA <> VIGILANCIA CONEXA

Grafo periplano maximal < Grafo triangulacién de un poligono

@® dominante
no vigilante

S dominante conexo < S conjunto conexo de guardias
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DOMINACION CONEXA <> VIGILANCIA CONEXA

Grafo periplano maximal < Grafo triangulacién de un poligono

S dominante conexo < S conjunto conexo de guardias

Ay o o

S dominante conexo si es un conjunto de guardias

g.(n) = LnT_ZJ H. ‘93
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GRAFOS PERIPLANOS

Grafos periplanos maximales ¢ por que?

» Triangulaciones de poligonos (GEOMETRIA)
 Estructuras moleculares (BIOQUIMICA)

Horvath et al., el 94.3% de los grafos en la base de datos de grafos
moleculares en el NCI son grafos periplanos.
Los grafos periplanos pueden representar la mayoria de las moléculas
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DOMINACION CONEXA en TRIANGULACIONES

n-—2
ye(T) < [ J ¢, Si la cara exterior es un triangulo?

Cualquier arbol generador debe
contener al menos un nodo no-hoja
en cada triangulo.

Por tanto cualquier S dominante y
conexo tiene cardinal al menos

n—2
3

Claverol, Garcia, H., Hernando, Mora, Tejel, '16-17
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DOMINACION CONEXA en TRIANGULACIONES

¢, Si la cara exterior es un triangulo?

Claverol, Garcia, H., Hernando, Mora, Tejel, '16-17
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DOMINACION CONEXA en TRIANGULACIONES

¢, Si la cara exterior es un triangulo?
Cada T, 24 nodos

Cualquier D dominante conexo
contiene 9 vértices de cada T,

‘D‘29n:3n
24 8
3n n—2
—< n) <
/ a 3 yc(n) L 5 J

Claverol, Garcia, H., Hernando, Mora, Tejel, '16-17
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CONECTIVIDAD en CONJUNTOS DOMINANTES

G grafo conexo, S conjunto dominante en G

Si G[S] es grafo conexo Dominacion conexa v,

Si G[S] no tiene vertices aislados Dominacion total 1,

Si G[S] no tiene aristas Dominacion independiente |

Si la union de las estrellas de S
es un grafo conexo Dominacion debil-conexa vy,

Si paratodo ueS existe veS
tal que dist(u,v) <2 Dominacion semitotal vy,,

Si G[S] emparejamiento perfecto  Dominacion emparejada vy,
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CONECTIVIDAD en CONJUNTOS DOMINANTES

DEBIL-CONEXA,

MOP’s CONEXA SEM”(;OTAL TOTAL

INDEPENDIENTE

2
M) =y m=im=| 2| v =2
DOMINACION Y(“){—H_ZJ ! N 3 5
‘ 2
vw(n)=vt2(n)=i(n):r+n2J 2)

4
(1)

n, numero de vértices de grado 2

(1) Canales, Castro, H., Martins, '16
(2) Dorfling, Hatting, Jonck, '16 (salvo dos grafos con n=12 y vy,=15)
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DOMINACION TOTAL

D es total-dominante si G[D] no tiene vértices aislados

e Si G no tiene vertices aislados, y(G) <y,(G) < 2y(G)

e Si G es conexo de orden n>2, entonces v,(G) < 2n/3

cota ajustada
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DOMINACION TOTAL

D es total-dominante si G[D] no tiene vértices aislados
MOP'’s Dorfling, Hatting, Jonck, '16

Si G es un grafo periplano maximal de orden n > 5 y no es isomorfo a los
grafos de la figura entonces

v:(G) < L%J

H; : Hy:
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DOMINACION TOTAL

D es total-dominante si G[D] no tiene vértices aislados
MOP’s

Si G es un grafo periplano maximal de orden n > 5 y no es isomorfo a los
grafos de la figura entonces

Y.(G) < 2n

5

Y la cota es ajustada
2N
7:(n) = L 5 J
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DOMINACION SEMITOTAL Y DEBIL-CONEXA

S conjunto dominante en un grafo conexo G

Si la union de las estrellas de S es un grafo conexo entonces S es
un conjunto dominante débilmente conexo  Grossman, 1997

Si paratodo ueS existe veS tal que dist(u,v) < 2 entonces
S es dominante semitotal Goddard, Henning y McPillan, 2014

=8 &

Y(T) < 1p(T) <max{2, v, (T)} < max{2,yc(T)}
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CONECTIVIDAD en CONJUNTOS DOMINANTES

Ye(T) =20

v(T) =12
Familia de grafos con

n = 9k vértices

vo(G) = 4k
v(G) = 3k
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CONECTIVIDAD en CONJUNTOS DOMINANTES

ytZ(T) =10

Yo (T) =12

Familia de grafos con
n = 9k vértices

vo(G) = 4k
v(G) = 3K
Y(G) = 2Kk
v,(G) = 2k + [ k/2]
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DOMINACION SEMITOTAL Y DEBIL-CONEXA

Teorema

Si G es un grafo triangulacion de orden n (no abanico) entonces

72(G) < 7y (G) < EJ

Si G es un abanico, entonces y,(G)=2 vy v,(G)=1
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DOMINACION SEMITOTAL Y DEBIL-CONEXA

rw(G) < LHJ

3

Toda triangulacion admite una 3-coloracion (impropia) tal que:
(1) La coloracion de los vértices exteriores es propia
(2) Cada clase de color es un conjunto dominante debilmente-conexo

Dem.: Induccién sobre n
Paran=3,405, G esun abanico, luegoy, (G)=1

(HI) Toda triangulaciéon con menos de n vértices admite la 3-coloracion
Sea G una triangulacion de orden n
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DOMINACION SEMITOTAL Y DEBIL-CONEXA

nJ Caso 1) Existe una arista uv separadora en G

VW(G)S{B

u

Por (HI) existe 3-coloracion

en G,y G,

Permutando colores se consigue

u—color 1, v —color 2

en ambas triangulaciones

Cada clase de color es dominante y débil-conexa en cada parte.
Falta comprobar que es debil conexa en G.

\Y

R clase del color 1. Es débilmente conexa en G, y G, luego lo es en G.
Lo mismo para la clase Z del color 2
.Y la clase Verde del color 3?
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DOMINACION SEMITOTAL Y DEBIL-CONEXA

N

VW(G)S{B

|

Caso 1) Existe una arista uv separadora en G

u

Por (HI) existe 3-coloracion
en G,y G,
Permutando colores se consigue

u— color 1, v —color 2

en ambas triangulaciones Vv

Cada clase de color es dominante y débil-conexa en cada parte.
Falta comprobar que es debil conexa en G.

R clase del color 1. Es débilmente conexa en G, y G, luego lo es en G.
Lo mismo para la clase Z del color 2

¢ Y la clase Verde del color 3? \V es dominante en G, y G, luego
las estrellas de los véertices de \V se conectan por u
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DOMINACION SEMITOTAL Y DEBIL-CONEXA

nJ Caso 2) No existe arista separadora en G

3 Elegimos u de grado > 3 en el borde y se
considera el grafo G’ = G — {u}

7W(G)SL

Por (HI) existe 3-coloracion en G’ y u Vv’

(2a) Los vecinos v y V' reciben distinto color
v — color 1, v’ — color 2
Se asigna a u el tercer color

Las clases R y Z son dominantes y debil-conexas en G
La clase \V es dominante en G y también es debil-conexa porque en G’
la clase V también es dominante y un vértice vecino de v sera verde
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DOMINACION SEMITOTAL Y DEBIL-CONEXA

nJ Caso 2) No existe arista separadora en G

3 Elegimos u de grado > 3 en el borde y se
considera el grafo G’ = G — {u}

7W(G)SL

Por (HI) existe 3-coloracion en G’ v

Y

(2a) Los vecinos v y V' reciben distinto color
v — color 1, v’ — color 2
Se asigna a u el tercer color

Las clases R y Z son dominantes y debil-conexas en G
La clase \V es dominante en G y también es debil-conexa porque en G’
la clase V también es dominante y un vértice vecino de v sera verde
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DOMINACION SEMITOTAL Y DEBIL-CONEXA

G) < n Caso 2) No existe arista separadora en G
yw(G) < 3 Elegimos u de grado > 3 en el borde y se
considera el grafo G’ = G — {u}
Por (HI) existe 3-coloracion en G’ v u 4

(2b) Los vecinos v y v’ reciben mismo color
Si en los vecinos de u solo hay dos colores
se asigna a u el tercer color.

En caso contrario, se asigna verde o azul

Asi las tres clases de color son dominantes y débil-conexas

Eligiendo la clase de menor cardinal obtenemos la cota buscada
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DOMINACION SEMITOTAL Y DEBIL-CONEXA

n
7w(G) < {BJ La cota es ajustada para MOP’s

Luego,sin>5 n

(1) = 7 () {gJ
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DOMINACION INDEPENDIENTE

D es dominante independiente si G[D] no tiene aristas

Teorema

Todo grafo G periplano maximal admite un conjunto dominante
iIndependiente de cardinal LHJ

3

Ademas, esta cota es ajustada,es decir, existe una familia de MOP’s de
n vértices tal que para cada grafo de dicha familia se cumple que

-}
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DOMINACION INDEPENDIENTE

D es dominante independiente si G[D] no tiene aristas

Teorema
Todo grafo G periplano maximal admite un conjunto dominante
iIndependiente de cardinal LHJ

3

Dem.: Se 3-colorea G.
Cada color es dominante e
independiente
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CONECTIVIDAD en CONJUNTOS DOMINANTES

DEBIL-CONEXA,

MOP’s CONEXA SEM”(;OTAL TOTAL

INDEPENDIENTE

Yw(n)ZYtz(n):i(n):L%J Yt(n) :[ZJJ

, |n=-2
DOMINACION | YoM =|——

Yw(N) =7, (n)=1(n) ={” +4”2 (2)
(1)

n, numero de vértices de grado 2

(1) Canales, Castro, H., Martins, '16
(2) Dorfling, Hatting, Jonck, '16 (salvo dos grafos con n=12 y vy,=15)
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COTA en funcion de n,

Lema (Tokunaga '13) Los vértices de cualquier MOP
pueden 4-colorearse de forma de
cada 4-ciclo tenga los 4 colores.
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COTA en funcion de n,

Lema (Tokunaga '13) Los vértices de cualquier MOP
pueden 4-colorearse de forma de
cada 4-ciclo tenga los 4 colores.
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COTA en funcion de n,

Teorema (Campos, Watanabe, Tokunaga '13)
n+n,

Si T es un MOP de n vértices entonces  »(T) < 1

Dem.:

Cada color es dominante en T’
y en total hay n + n, vértices
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COTA en funcion de n,

Teorema (Campos, Watanabe, Tokunaga '13)

Si T es un MOP de n vértices entonces  »(T) <

n+n,

A4

Dem.:

4

‘D‘SLnJrnZJ R es dominante ‘R‘g{

n+n,
4

|
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COTA en funcion de n,

El conjunto dominante es

e semitotal
e débilmente conexo
 independiente

n+n,

Tw (n) =712 (n) = |(n) = — <

cota inferior

A
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DOMINACION EMPAREJADA

D es dominante emparejado si G[D] tiene un emparejamiento
perfecto. Se llama conjunto pr-dominante.

Ypr(G) cardinal minimo de un
conjunto pr-dominante

Haynes, Slater, ‘98

Teorema
Si G es un grafo periplano maximal de orden n entonces

7 (G) < 2[2 J
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DOMINACION EMPAREJADA

Teorema
Si G es un grafo periplano maximal de orden n entonces

7, (G) < {ZJ

Utilizamos un resultado de O’Rourke sobre vigilancia de poligonos con
guardias moviles. Un guardia movil puede patrullar por una arista o por
una diagonal del poligono. Dice asi:

“Todo grafo triangulacion de un poligono de n>3 veértices puede

vigilarse con LHJ guardias moviles”

4
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DOMINACION EMPAREJADA

“Todo grafo triangulacion de un poligono de n>3 vértices puede

vigilarse con LJ guardias moviles

9,(T) < 9(T) < m

“guardia combinatorio” .
cota inferior
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DOMINACION EMPAREJADA

“Todo grafo triangulacion de un poligono de n>3 vértices puede

vigilarse con LJ guardias moviles

%mswnsUJ

” o
s am=ams |

cota inferior para
guardias geométricos
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DOMINACION EMPAREJADA

“Todo grafo triangulacion de un poligono de n>3 vértices puede

vigilarse con LJ guardias moviles

“combinatorios” NO “geomeétricos

cota inferior
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DOMINACION EMPAREJADA

Teorema
Si G es un grafo periplano maximal de orden n entonces

7, (G) < {ZJ

El conjunto de guardias moviles se puede elegir de forma que
sea un emparejamiento en el grafo triangulacion del poligono.

Sustituyendo cada guardia movil, lado o diagonal del poligono, por sus
extremos tendremos un conjunto de veértices del cardinal indicado
gue es pr-dominante.
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DOMINACION EMPAREJADA

Teorema
Si G es un grafo periplano maximal de orden n entonces
n
G)<2 —
Vo (G) L 4J
La cota es ajustada Poligono de k lados, una solapa por lado
Asin =4k

Cada “solapa” necesita un vértice
dominante (en rojo) y cada uno de ellos
necesita una pareja independiente de las
demas (en azul)

Siqueremos n=4k +j con|=1,2,3

se afladen mas vértices a una solapa,

y siguen bastando 2k veértices p-dominantes

n
Luego, Vo (G) = 2{4J
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DOMINACION EMPAREJADA

Teorema
Si G es un grafo periplano maximal de orden n entonces

7, (G) < 2m

La cota es ajustada

Vo (N) = ZBJ

n
Luego, Vo (G) = 2{4J
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DOMINACION EMPAREJADA

¢, Triangulaciones con puntos interiores?

Conjetura Vo (G) < 2{”}
r 4

Demostrada para triangulaciones hamiltonianas:

Si G es un grafo con un camino
hamiltoniano P, se eligen los dos
vértices centrales de cada cuatro
consecutivos en el camino P.

Asi tendremos un conjunto
pr-dominante con el cardinal requerido
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DOMINACION MULTIPLE Y CONECTIVIDAD

G grafo conexo, S conjunto dominante en G tal que cada vértice de
V —S tiene al menos kvecinosen S k-dominacion 1,

k=2
Si G[S] conexo 2-dominacion conexa
Si G[S] sin vertices aislados 2-dominacion total y conexa

G grafo conexo, S conjunto dominante en G tal que cada vertice de
V — S tiene al menos 2 vecinos en Sy los vertices de S al menos
un vecino en S dominacion doble vy,,
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DOMINACION MULTIPLE Y CONECTIVIDAD

G grafo conexo, S conjunto dominante en G tal que cada vértice de
V —S tiene al menos 2 vecinosen S 2-dominacion 1,

En grafos periplanos maximales (MOP’s) Castro, H. ‘16

_n con | 2D ¢,y | 3N
=3 o2 w3

7o () = 7%, () — [2—”J
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2-DOMINACION en MOP’s

Un conjunto S es 2-dominante total si cada vertice de V — S tiene
al menos dos vecinos en S.

Teorema

n
En MOP’s se verifica que  72(N) = {E—l

Cota superior

En un grafo hamiltoniano (y cualquier MOP lo es) los vértices alternos del
ciclo hamiltoniano forman un conjunto 2-dominante.
(Si n impar hay que aiadir uno mas)

n impar
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2-DOMINACION en MOP’s

Teorema n
En MOP’s se verifica que  72(N) = 5

Cota inferior

Cada vertice de grado 2 necesita
a sus dos vecinos para quedar
2-dominado.

Por tanto los rojos constituyen
un conjunto 2-dominante con el
cardinal minimo
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* TRIANGULACIONES
Dominacion y conectividad

e Cotas combinatorias para
MAXIMAL OUTERPLANAR GRAPHS
TRIANGULACIONES (resultados parciales

« TRABAJO FUTURO: Triangulaciones
mas parametros de dominacion
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Gracias por vuestra atencion!!
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