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Planificación de movimientos

• Robótica
• Redes de comunicaciones
• Sistemas de información geográfica
• Planeamiento urbano

• Conocimiento TOTAL del entorno
• Conocimiento LOCAL del entorno
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Un turista en París

Coordenadas destino
Posición actual
Posiciones vecinas

Turista ecológico
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SUMARIO
• Una  “pizca” de grafos geométricos
• Caminos en entornos conocidos
• Caminos que se deciden al caminar
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GRAFOS  GEOMÉTRICOS

Un grafo geométrico es un grafo trazado en el plano de forma 
que sus vértices son puntos y sus aristas segmentos
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GRAFOS  GEOMÉTRICOS

Triangulación de una nube de puntos

Triangulación de 
Delaunay
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GRAFOS  GEOMÉTRICOS

Subgrafos notables de la triangulación de Delaunay

Vecino más próximo Vecindad de Grabiel



11

GRAFOS  GEOMÉTRICOS

Subgrafos notables de la triangulación de Delaunay

Vecindad relativa Vecindad Delaunay
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GRAFOS  GEOMÉTRICOS

Subdivisión convexa Diagrama de Voronoi
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CAMINO MÍNIMO ENTRE OBSTÁCULOS

Un robot en una fábrica,
¿qué camino debe seguir?

- robot puntual
- obstáculos poligonales

El espacio libre es “continuo”,
hay que discretizar
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CAMINO MÍNIMO ENTRE OBSTÁCULOS

Discretizando el espacio libre

Descomposición en 
trapecios

Mapa de carreteras

Algoritmo aleatorizado
O(nlogn)
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CAMINO MÍNIMO ENTRE OBSTÁCULOS

Mapa de carreteras (grafo geométrico)

1. Detectar trapecio
2. Búsqueda BFS

en el mapa

Tiempo O(n)

¿Podemos mejorar?
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CAMINO SEGURO ENTRE OBSTÁCULOS

¿Y si buscamos el camino “más seguro”?

Mapa de carreteras
=

Diagrama de Voronoi
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CAMINO MÍNIMO ENTRE OBSTÁCULOS

• El camino mínimo de s a t es una poligonal
• Los vértices del camino son vértices de los obstáculos
• Los segmentos del camino son aristas de visibilidad

s t
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GRAFO DE VISIBILIDAD

El camino mínimo de s a t es un camino en el grafo de visibilidad

s
t

Nuevo mapa de carreteras
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CAMINO MÍNIMO ENTRE OBSTÁCULOS

s t

1)  Construcción del grafo de visibilidad G
2)  Construcción del camino mínimo en G de s a t

Algoritmo de Dijkstra

O(nlogn+E)

O(nlogn+E)
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PLANIFICACIÓN DE MOVIMIENTOS DE UN ROBOT

R robot,  S = {P1, P2, ... , Pt} obstáculos poligonales
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Espacio de trabajo Espacio de configuración

Espacio prohibido
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PLANIFICACIÓN DE MOVIMIENTOS DE UN ROBOT

1)  Construcción del espacio libre

2)  Construcción del camino mínimo para un robot puntual
en el espacio libre

SUMA DE MINKOWSKI

GRAFO DE VISIBILIDAD
ALGORITMO DE DIJKSTRA
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P  Q

SUMA DE MINKOWSKI

P, Q  conjuntos de R2

P  Q = { p + q / p P, q Q}

(9,10)

(7,4)

(2,6)

P

Q
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PLANIFICACIÓN DE MOVIMIENTOS DE UN ROBOT

Espacio de configuraciónEspacio de trabajo

Camino mínimo
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MENSAJES  POR  LA  RED

Transmisión de un nodo a otro     RUTEO

El plano completo de la red no se conoce en los nodos

¿Cómo se modeliza?
G grafo plano con n vértices, aristas con peso (distancia euclídea)

Un paquete (de información) viaja por las aristas de G 
desde s (fuente)   hasta  t (destino)

¿Qué conoce el paquete?

- Las coordenadas de s, t  y   de los vértices de N(s)
- Cuando llega a v, aprende las coordenadas de N(v)



26

RUTEO “AL VUELO” (Online routing)

Algoritmo olvidadizo (sin memoria)
Algoritmo con memoria constante M

MENSAJES  POR  LA  RED
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RUTEO “AL VUELO” (Online routing)

Algoritmo olvidadizo (sin memoria)
Existen grafos que vencen a cualquier algoritmo olvidadizo
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RUTEO “AL VUELO” (Online routing)

Algoritmo olvidadizo (sin memoria)
Existen grafos que vencen a cualquier algoritmo olvidadizo

Un grafo G vence a un algoritmo A si existen s,t tales que un 
paquete en s nunca alcanza t si se encamina utilizando A.
En caso contrario el algoritmo A trabaja para G



29

Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Ruteo voraz

t

v

El paquete sale de v al vecino más próximo a t
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Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Triangulaciones que lo baten

s
s

tt

Ruteo voraz
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Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Trabaja para toda triangulación de Delaunay

v t
u

Siempre hay un vecino de v más próximo a t

Ruteo voraz BM ‘99
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Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Ruteo con brújula

t
v

El paquete sale de v al vecino que minimiza el ángulo
con la recta  vt

COMPASS ROUTING (KSU’99)
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Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Ruteo con brújula

s

t
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Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Ruteo con brújula

Una triangulación 
que lo bate

s

t

Trabaja para toda triangulación
de Delaunay



35

Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Ruteo con brújula ALEATORIZADO

El paquete va de v a uno de los vértices b+(v)   o  b-(v) con
igual probabilidad

t

b+(v)

b-(v)

BM ‘99
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t

Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Ruteo con brújula ALEATORIZADO
Trabaja para todas las triangulaciones

b-(v) b+(v)
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Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Ruteo voraz

Ruteo con brújula 

Ruteo con brújula ALEATORIZADO

¿son “buenos”?

Si un algoritmo A trabaja para un grafo G, llamamos
A(s,t)    longitud del camino según A
SP(s,t)   longitud del camino mínimo en G

A es c-competitivo para G  si c
)t,s(SP
)t,s(A
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Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Ruteo voraz

Ruteo con brújula 

Ruteo con brújula ALEATORIZADO

¿son “buenos”?

Existen triangulaciones de Delaunay para las que ninguno de los
algoritmos anteriores es c-competitivo para cualquier c
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Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Ruteo voraz

Ruteo con brújula 

Ruteo con brújula ALEATORIZADO

¿son “buenos”?

s tSP(s,t) = (/2) dist(s,t)

A(s,t) = O(n) dist(s,t)

Ruteo voraz
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Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Ruteo voraz-brújula

t

El paquete se mueve desde v al vértice entre {b+(v), b-(v)}
que minimiza la distancia a t

GREEDY-COMPASS

b+(v)

b-(v)

BM+ 00
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Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Trabaja para cualquier triangulación

Si para T, s, t el algoritmo
no trabaja, entonces hay
un ciclo C={ v1, v2, ... ,vk }
que atrapa a t

Los vértices de C están en 
un disco centrado en t

Ruteo voraz-brújula

b-(vi)
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Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Trabaja para cualquier triangulación
¿Trabaja para las subdivisiones convexas?

Ruteo voraz-brújula

Cualquier algoritmo determinista es batido por alguna 
subdivisión convexa
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Algoritmos olvidadizos (sin memoria)

Ruteo con brújula ALEATORIZADO
Trabaja para cualquier subdivisión convexa

Supongamos existe G, s, t, tales que la probabilidad de alcanzar t
desde s es 0

Así existe H, subgrafo de G,  sH, tH
con b+(v) y b-(v) en H para todo  vH

Por G conexo debe existir u en el 
borde de F tal que b+(v) o b-(v) en 
el interior de F

t u
F

F cara convexa de t
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Algoritmos con memoria constante

Bose, Morin 99
Algoritmo competitivo para triangulaciones Delaunay
con distancia euclídea

Bose, Morin , + 00
Este resultado no se generaliza ni a triangulaciones arbitrarias
ni para distancia de enlaces (“link”)

¿Qué triangulaciones admiten algoritmos de ruteo competitivos?

¿Cómo buscar competitividad?
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Algoritmos con memoria constante

- Algoritmo determinista competitivo para triangulaciones 
serpentinas

- Algoritmo determinista competitivo para triangulaciones
diamantinas (Delaunay, mínimo peso, voraz, ...)

s t

SERPENTINA

2 orejas
dual es camino
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Algoritmo con memoria constante
Triangulaciones serpentinas

Estrategia de Baeza de búsqueda en la recta

O
Se debe alcanzar el objetivo situado a distancia desconocida d, 
minimizando el número de pasos

Estrategia: Alternar la búsqueda a los dos lados del origen, 
doblando la distancia recorrida
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Algoritmo con memoria constante
Triangulaciones serpentinas

Estrategia de Baeza de búsqueda en la recta

O 12 42

Se comprueba que en, a lo más, 9d pasos se alcanza el objetivo
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Algoritmo con memoria constante
Triangulaciones serpentinas

s t

Si consideramos las cadenas superior e inferior como los dos
lados del origen, la técnica anterior proporciona una estrategia
9-competitiva en el caso de que el camino más corto sea una de 
dichas cadenas.

Pero ...
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Algoritmo con memoria constante
Triangulaciones serpentinas

s

t

Los caminos por las cadenas superior e inferior pueden 
ser muy largos
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Algoritmo con memoria constante
Triangulaciones serpentinas

El camino mínimo de s a t visita TODOS los nodos de 
ramificación de T(s)

s t

a1

a2

a3

a4 a5

a6

a7

b1 b2

b3

b4 b5

T(s)  árbol de caminos mínimos desde s
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Algoritmo con memoria constante
Triangulaciones serpentinas

Estrategia:
1. Detectar los nodos de ramificación
2. Moverse de un nodo a otro de forma competitiva
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Algoritmo con memoria constante
Triangulaciones serpentinas

1. Detección con memoria constante
Si ai es adyacente a  bj, bj+1, ... ,bk, conociendo las longitudes de 
SP(s, ai-1)  y de SP(s, bj) se puede determinar si ai y sus 
adyacentes son ramificación

s t

a1

a2

a3

a4 a5

a6

a7

b1 b2

b3

b5 b6

b4
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1. Detección con memoria constante
bj es de ramificación    si

|SP(s,bj)| + dist(bj, ai)  < |SP(s, ai-1)| + dist(ai-1, ai)

s t

a1

a2

a3

a4 a5

a6

a7

b1 b2

b3

b5 b6

b4

Algoritmo con memoria constante
Triangulaciones serpentinas
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2. Moverse de un nodo a otro
Sólo hay que explorar dos caminos (por la cadena superior 
o por la inferior)       

s t

a1

a2

a3

a4 a5

a6

a7

b1 b2

b3

b5 b6

b4

La estrategia de Baeza consigue partir de un nodo x y alcanzar
el siguiente y después  de a lo más  9 SP(x,y)

Algoritmo con memoria constante
Triangulaciones serpentinas



55

Algoritmo con memoria constante
Triangulaciones serpentinas

Estrategia:
1. Detectar los nodos de ramificación
2. Moverse de un nodo a otro de forma competitiva

El algoritmo descrito alcanza el vértice t habiendo viajado
a lo más 9 veces SP(s,t). Por tanto es 9-competitivo 
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Algoritmo con memoria constante
Triangulaciones diamantinas

La arista e es -diamantina
si o en T1 o en T2 no hay vértices 

e

 



T1

T2
La triangulación de Delaunay
es (/4)-diamantina

Estas triangulaciones aproximan el grafo completo euclídeo

Si T es una triangulación -diamantina existe una constante d
tal que  SP(T,x,y) < d dist(x,y)
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Algoritmo con memoria constante
Triangulaciones diamantinas

Txy

9 SP(x,y) < 9 d dist(x,y)

Dada una triangulación   T, -diamantina,  y los vértices x, y, 
existe un algoritmo de ruteo con memoria constante que envía un
paquete de x hasta y recorriendo una distancia a lo más 9 d dist(x,y)
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Distancia de enlace ( “link”)

En esta métrica no hay algoritmos competitivos para las 
triangulaciones de Delaunay, voraz ni de mínimo peso

¿Para qué grafos geométricos hay algoritmos competitivos?

s
a dist link (s,a)=3



59

REFERENCIAS  BÁSICAS

• M. de Berg, M. van Kreveld, M. Overmars, O. Schwarzkopf, 
Computational Geometry, Springer, 1997

• J. Mitchell, Shortest paths and networks, Handbook of Discrete and 
Computational Geometry, (J. Goodman, J. O’Rourke, ed.) CRC, 1997

RUTEO

• P. Bose, P. Morin, Online routing in triangulations, ISAAC’99
• E. Kranakis, H. Singh, J. Urrutia, Compass routing on
geometric networks, CCCG’99

• P. Bose, P. Morin, Competitive online routing in geometric
graphs, 2002



60

http://www.dma.fi.upm.es/docencia/segundociclo/geomcomp/
aplicaciones.html

Software en la red

Robot en un polígono
http://web.informatik.uni-bonn.de/I/GeomLab/index.html.en


