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El problema de los 36 oficiales
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CUADRADOS LATINOS

1123 |4 alblc|d
2 |14 |3 cldlalb
314 |12 dlc|b|a
4 13121 bla|d]|cC

Cuadrado latino de orden n es una tabla nxn en que cada uno de
los n simbolos aparece una vez por filay una vez por columna



CUADRADOS LATINOS

Bl w ||
w | P
N || B> W
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la 2b | 3¢ 4d

2C | 1d | 4a | 3b

3d | 4c 1b | 2a

4b 3a 2d 1c

a|b|c |d
c|dla|b
d|{c |b|a
bla|d|C

Cuadrados latinos ortogonales



El problema de los 36 oficiales

La solucion es un par de cuadrados latinos ortogonales de orden 6

Euler conjeturo que no existian para n =6, 10, 14, ...

Tarry demostro que no existian paran =6

1959 Bose, Shrikande, Parker
la conjetura de Euler es falsa salvo paran =6

(titulares en el New York Times)



CUADRADOS LATINOS

Disefios combinatorios

Experimento agricola
* 4 variedades de trigo. La parcela se divide en 16 campos.
Cada variedad se planta en cada fila y en cada columna.
Cuadrado latino

* 4 tipos de abono, a, b, cy d.
Cuadrados latinos ortogonales

la 2b | 3¢ 4d

2C 1d 4a | 3b

3d 4c 1b 2a

4b 3a 2d 1c




COLORACION POR LISTAS

Coloracion de grafos 4 0

Coloress={@® O @} 3 6

2 1

Si la lista de colores disponibles en cada vértice es distinta,
tenemos la coloracion por listas

Un grafo G es k-coloreable por listas (o k-elegible) si de cualquier
asignacion de una lista de k colores a cada uno de sus vértices se
puede extraer una coloracion valida




Si1 G es un grafo bipartido, entonces y(G) = 2

Pero hay grafos bipartidos que no son 2-coloreables por listas

X

o0

@O

@0
O

@0

Con estas 2-listas, el grafo
NO admite una
coloracion propia



Si1 G es un grafo bipartido, entonces y(G) = 2

Pero hay grafos bipartidos que no son 2-coloreables por listas

o) J@ OOO

Con estas 2-listas, el grafo
NO admite una
coloracion propia

00 L]0, @0
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COLORACION POR LISTAS | (Vizing, 1975)

Ndmero cromatico de un grafo, y(G)

Numero cromatico por listas de un grafo,  ¥,(G)

¥,(G) =min{k/ ¥ C(v) con |C(v)|=k, existe una coloracion de G}

* %(G) < x(G)
« Existen grafos bipartidos con % ,(G) >>0

Conjetura de Erdos, Rubiny Taylor (1979)
Si G es un grafo plano, entonces % ,(G) <5

Voigt, en 1993, presenta un ejemplo de un grafo plano con

238 vértices que no es 4-elegible, es decir, % ,(G) =5
11



Teorema (Thomassen, 1994)
Todo grafo plano es 5-elegible

En particular, y(G) <5 para todo grafo plano G

Demostracion:

12



Sea G=(V,A) un grafo plano casi-triangulado (todas las caras
acotadas son triangulos) y sea B el ciclo exterior. En cada vértice
v se dispone de un conjunto de colores C(v) tal que:

(1) Existen dos vertices X,y de B ya coloreados con dos
colores distintos (verde y rojo, por €j.)

(2) |C(v)|=3 para los restantes vértices de B

(3) |C(V)|=5 para los vértices del interior de B

Entonces la coloracion de los vertices X, y puede extenderse a
una coloracion propia de G con colores elegidos de las listas C(v)

Induccidn sobre n
n=3, obvio
3
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Distinguimos dos casos:

1) Hay diagonal en el poligono exterior

Por induccion se puede colorear P,
O
y de nuevo aplicamos la hipdtesis de induccion a P,

2) No hay diagonal en el poligono exterior L2
X

Si X, y son los vertices con precolor,

tenemos 2 colores validos para v
y los borramos de las listas de u’s

Aplicamos induccion a P-{v}=P’

evitando el color de z, aun nos
queda un color libre para v

iTODO COLOREADQO! 14




PROBLEMA DE DINITZ

Un tablero cuadrado con n? casillas

En cada casilla (1,)) se dispone de los n colores del conjunto c(i,))
¢ ES posible colorear las casillas de forma que los colores de las
casillas de cada fila y de cada columna sean distintos?

n=2

{1.2} |{2,3} 2 | 3

{13} [{2,3} 1 | 2
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PROBLEMA DE DINITZ| 1978

Un tablero cuadrado con n? casillas

En cada casilla (1,)) se dispone de los n colores del conjunto c(i,))
¢ ES posible colorear las casillas de forma que los colores de las
casillas de cada fila y de cada columna sean distintos?

Si c(i,j)={1,2,..,N} === CUADRADO LATINO

B~ w || e
w |~ PN
N (|| W
RN w |
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PROBLEMA DE DINITZ

Traduccion a un problema de coloracion por listas en un grafo

. /{\\.

Tablero Grafo S,
¢ Xf(Sn) =n?

1,/(S,) =n (las n casillas de una fila reciben diferente color)

v(S,) <n+l Janssen, 1991

17



NUCLEO DE UN DIGRAFO

D=(V,A) digrafo, KcV es nucleo de D si
(1) Kesindependiente (¥ X,y € K, X e y no adyacentes)
(2) Kesdominante (V ugK, existenv € K,y el arco uv)

b
@
D / \ K={e,b}
a O < @ C
e @<« Ld
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NUCLEO Y COLORACION POR LISTAS

LEMA

D =(V,A) digrafo, V¥ v € V tenemos C(v) con |[C(V)|>d*(v)+1
Si cada subgrafo inducido de D posee nucleo, entonces se pueden
colorear los vértices de D con los colores de las listas C(v)

Tenemos que colorear el grafo S, con listas de tamafo n. Una vez
probado este lema solo necesitaremos orientar S, de forma que:

(1) d*(v)=n-1
(2) cada subgrafo inducido tenga nucleo

19



NUCLEO Y COLORACION POR LISTAS

LEMA

D =(V,A) digrafo, V¥ v € V tenemos C(v) con |[C(V)|>d*(v)+1
Si cada subgrafo inducido de D posee nucleo, entonces se pueden
colorear los vértices de D con los colores de las listas C(v)

Dem.: Por induccion sobre n
Para n=1 nada que probar

Elegimos un color zeC= | JC(v)  H(@) ={v eV/z eC(v)}
veV

El subgrafo inducido <H(z)> posee un nacleo K(z)
Coloreamos los vértices de K(z) con el color z

20




NUCLEO Y COLORACION POR LISTAS

Dem. (sigue)

Borramos K(z) del grafo G y el color z de los colores C
G’=G - K(2) C’(v)=C(v) — {z}
si v eH(z) -K(z), d*(v) disminuye una unidad al menos
luego d*(v)+1<|C’(v)| sigue siendo valido

si vgH(z), C’(v)=C(v)
luego d*(v)+1<|C’(v)| sigue siendo valido en todo G’

Asi podemos aplicar la hipdtesis de induccion a G’

21



NUCLEO Y COLORACION POR LISTAS

Dem. (sigue)

Los vértices de G’ se colorean con los colores de las listas C’(v)
Los vértices de K(z) se colorean con el color z

Luego podemos colorear G con los colores de las listas C(V)
Solo falta orientar S, de forma que:
(1) d*(v)=n-1

(2) cada subgrafo inducido tenga nucleo
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EMPAREJAMIENTOS ESTABLES

Emparejamiento en un grafo bipartido G=(UuV,A)

es un conjunto independiente de aristas
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Estabilidad en emparejamientos

Se atiende a las preferencias de las parejas.
Objetivo: “estabilidad”

{X,Y,Z,W} {A,B,C,D}

Listados de
preferencias

A B

> > m O
OW gO|lC

A|lC
C|D
C|B

S N|[<|X

o0 @ >
X = | <N

X
W
X
Y

N [<|X|<
SNNE

El emparejamiento M={XA, YC, ZD, WB} no es estable
Wy C se “divorciaran”
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Estabilidad en emparejamientos

Un emparejamiento M de G=(UuUV,A) es estable si para cada
arista uv de A—M entonces, o bien existe uy M con y>v en R(u),
0 bien existe xveM con x>u en R(v) o bien existen ambas aristas

No es necesario que el grafo sea completo

Teorema (Gale, Shapley)
Siempre existe un emparejamiento estable

25



Estabilidad en emparejamientos

Algoritmo (Gale-Shapley)

Paso 1. Cada mujer propone su primera eleccion.

Paso 2: Los hombres con dos 0 mas propuestas responden
rechazando a todas menos a la mas favorable.

Paso 3: Las mujeres rechazadas proponen su segunda eleccion.
Las que no fueron rechazadas continuan con su propuesta.

Paso 4: Se repiten los pasos 2 y 3 hasta gue ninguna propuesta sea
rechazada.

26



Estabilidad en emparejamientos

AlZ XYW
B|lY |W| X|Z
CIW X|Y|Z

DI|IX|Y| Z|W

Algoritmo (Gale-Shapley)

ZI D\ JAA

c,Cc/C|C|C

X1A|B|C|D
Y|A|C| DB
Z |C|/D| A|B
W|C B|A|D

X

W

27



Teorema (Galvin)

XK(Sn) — N

Demostracion

Orientamos S, de forma que:

(1) d*(v)=n-1
(2) cada subgrafo inducido tenga nucleo

Se toma un cuadrado latino L sobre las n? casillas del tablero
L(i,)) es el valor en la casilla (i,))

La orientaciones (i,)) — (i,9) si L(i,j) < L(i,q)
(L)) = (p) st L(1)) > L(p.J)

28



Teorema (Galvin) $,(S,) =n

Demostracion

1|2 3
3|1 1) 2 —>
21 3|1

1) d*(i)=n-1

pues si L(i,)) = kensufilahay n—k casillas mayores
y en su columna hay k — 1 menores

(2) cada subgrafo inducido tiene nucleo

29



Teorema (Galvin) $,(S,) =n

Demostracion

Sea H=V. Llamemos X a las filas de H, Y columnas de H
G = (XUY, H) grafo bipartido

1

La orientacion en S, induce un orden de preferencia entre los
vecinos de cada vertice de G
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Teorema (Galvin) $,(S,) =n

Demostracion

H G
Preferencia en filas Rf(i) g>] si arista (i,)) —(i,9)
Preferencia en columnas Rc()) p>1 st arista (1,)) =>(p.))

Rf(1) ={3,1} Rf(2)={2} Rf(3)={4} Rf(4)={1,2,3}
Rc(1l) ={1,4} Rc(2)={2,4} Rc(3)={4,1} Rc(4)={3}
Emparejamiento estable en G, M={13, 22, 34, 41}

31



Teorema (Galvin) $,(S,) =n

Demostracion M={13, 22, 34, 41}
.\9/7‘
S, O @ O
<H> |© ©) O
O«

El emparejamiento estable M en G es un nicleo de <H>

(1) Independencia
(2) Dominancia



Teorema (Galvin) $,(S,) =n

Demostracion M={13, 22, 34, 41}
&_° L8 ©
[ S, O O O O
<H> |© O O O

O« O
El emparejamiento estable M en G es un nicleo de <H>

(1) Independencia
Las aristas de M son independientes, no comparten ni fila
ni columna, luego los vértices de M no son adyacentes en S,
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Teorema (Galvin) $,(S,) =n

Demostracion M={13, 22, 34, 41}
&_° L8 ©
[ S, O O O O
<H> |© O O O

O« O
El emparejamiento estable M en G es un nicleo de <H>

(2) Dominancia
Si (I,))eH-M  debemos encontrar zen M con (i,))— z
Por M estable o bien existe (i,g) eM cong>j, (i,)— (i,q)
0 bien existe (p,})) eM con p>1, (1,))— (p,))
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Grafos lineales y coloracion por listas

Grafo lineal

A

C d

D3] e [

d

L(G)
c <>- b
d

%(Sp) = %(Sp) =n

X’Z(Kn,n) =N
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Grafos lineales y coloracion por listas

Teorema (Galvin)

Si G es un grafo bipartido entonces
%L(G)) = x(L(G))

Conjetura
¢Es cierto que y,(H) = x(H) para todo grafo lineal?

36
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