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Configuraciones de puntos

° e Existe una recta ordinaria (Sylvester)
® o

°” e, ° o ;Cuntas rectas?
° @ o

@ , . - .

° .o ° * ;Cuantas pendientes distintas?

® )
@ , - =y

° e ;Cuantos en posicion convexa?

n puntos e ;Cuantos puntos se necesitan para

tener n en posicion convexa?
(Problema de Erdos-Szekeres)



Familias de cuerpos convexos

e Transversalidad

— Condiciones para la existencia
(Teorema de Hadwiger)

— Algoritmo para cada familia

* Recubrimientos y empaquetamientos



El Problema de Borsuk (1933)

Diametro de F

diam(F)=max{dist(p,q) / p,qeF}

D




Q@& A

Problema: Dividir F en partes de diametro menor que F.
¢ Cual es el minimo numero de partes necesarias?

Conjetura de Borsuk

Todo conjunto ScRd de diametro acotado diam(S)>0
puede partirse en, a lo mas, d+1 partes de menor diametro

Borsuk demuestra que en el plano a(F)< 3
Eggleston (1955) para d=3




¢Para qué figuras planas a(F)=3 ?

 Anchura

—I_!—I_:

diametro anchura



Figuras de anchura constante

Triangulo
de Reuleaux

O




Teorema (Boltianski, 1969)

Para una figura plana F de diametro k, se cumple que
a(F)=3 si y solo si F se completa de modo unico a una
figura de anchura constante k

Teorema (Kahn, Kalai, 1993)
La conjetura de Borsuk es falsa

Si f(d) es el menor n° tal que todo conjunto acotado ScR¢
se puede descomponer en f(d) partes de menor diametro,
entonces para d suficientemente grande se tiene

f(d)>(11)"°




Diametro,
anchura,...
¢.como se calculan?

Queremos algoritmos EFICIENTES
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Complejidad algoritmica

e Eficiencia de un algoritmo

» Rapidez de ejecucion

* Modelo tedrico de maquina

 Modelo RAM real
e Un n°real se almacena en una unidad de memoria
» Operaciones primitivas de coste unitario

 Analisis en el peor caso
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 Coste del algoritmo T(n)

e Comportamiento asintotico de T(n)

e T(n) € O(f(n)) & JdkeN, JaeR*, tales que T(n)< af(n) ¥Yn=k
e Comparar algoritmos es comparar las funciones de coste

e Un problema con 10000 datos, unidad de medida miliseg.

Coste del algoritmo Tiempo
O(n) 10 segundos
O(nlogn) 40 segundos
O(n?) 28 horas
O(n%) 3 millones de afos .




Diametro de un poligono convexo

Diam(P)=max{dist(p,q) / p,geP}

Algoritmo 1-DIAM

1. Para cada par de puntospy q de P,
hallar dist(p,q)

2. Elegir la maxima de las distancias
anteriores

Complejidad ??
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Primera Reduccion

El diametro de P se alcanza en vértices de P

Algoritmo 2-DIAM

1. Para cada par de vertices py g del
poligono P, hallar dist(p,q)

2. Elegir la maxima de las distancias
anteriores

Complejidad O(n?)
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Segunda Reduccion

ANTIPODAS

2 y 6 forman un par de antipodas

3y 6 no forman un par de antipodas

Los vértices a 'y b del poligono
convexo P forman un par de
antipodas si existen dos rectas
paralelas r y s, que pasan por a
y b, y encierran una banda que

contienea P
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Segunda Reduccion

El diametro de P se alcanza en un par de antipodas
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Segunda Reduccion

Algoritmo 3-DIAM
1. Hallar los pares de antipodas de P
2. Para cada par de antipodas (p,q), hallar dist(p,q)

3. Elegir la maxima de las distancias anteriores

Complejidad:
» ;Cuantos pares de antipodas puede tener un poligono?

» . Como calcular todos los pares de antipodas?
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Lema

Sea m el numero de pares de antipodas de un poligono
convexo P de n vertices.
* SI P no tiene lados paralelos entonces
m =N
 Si P tiene n’ pares de lados paralelos entonces
m=n+n’

Complejidad:

t,(), ty(n) € O(n)
t,(n) ??
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Teorema

El diametro de un poligono convexo de n vertices puede
calcularse en tiempo O(n)

Metodo del calibre giratorio
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Otros problemas que se resuelven con calibres

* Anchura
» Rectangulo circunscrito de area minima
e Minima distancia entre dos poligonos convexos

e Maxima distancia entre poligonos convexos

e Localizacién de servicios:
Recta a distancia minima de una familia de
poligonos convexos

20
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« Bocadillo de jamon y queso
* Inmersiones bipartidas de arboles
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El bocadillo de jamon y queso

R
A R R

EXxiste siempre un corte que parte por la mitad el
pan, el queso y el jamodn




Teorema

Dados d conjuntos medibles y acotados en RY, existe un
hiperplano que biseca simultaneamente todos los conjuntos

Teorema de Borsuk-Ulam

Si f: S9--> Rdes continua, entonces existe x en Sd tal que f(x)=f(-x)

Version discreta

Teorema

Dados P,, P,,..., P4conjuntos disjuntos de puntos de R9,

existe un hiperplano que biseca simultaneamente todos
los conjuntos




Una recta h biseca el conjunto P
de n puntos si no mas de n/2
puntos quedan en cada uno de
los semiplanos abiertos definidos
por la recta

Basta estudiar el caso n impar

Dados A y B, conjuntos de
puntos en R?, hallar una recta
bisectora

Algoritmo “fuerza bruta”
Complejidad O(n?)
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Apliguemos dualidad
Puntos de la nube

punto (a,b)

<> Rectas de un arreglo

recta y=ax-b
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Niveles de un arreglo

e Los niveles son cadenas poligonales monotonas

 El nivel medio empieza y termina en la misma recta
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Plano primal Plano dual

Puntos de lanube ¢  Rectas de un arreglo

P* recta bisectora ¢y P punto del nivel
de la nube medio del arreglo

Las rectas bisectoras de los conjuntos A (puntos rojos)
y B (puntos azules), son las rectas duales de los puntos
de Interseccion de los niveles medios M,;, ¥ M, €n
los arreglos duales
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Pero, ¢existen los puntos de interseccion?

azul

rojo

Los niveles medios se cortan en un n° impar de puntos

Existe un n® impar de rectas bisectoras
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Caso particular

Los conjuntos A y B estan linealmente separados

® ® @ @
® @
o ° ® e 4 °
@ Py ® @
Puntos de B (azules) Puntos de A (rojos)
x<0 x>0

¢que significa en el ?
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ALGORITMO

Ay B conjuntos de n, y n, puntos del plano
1) Obtener los arreglos duales de Ay B
2) Hallar los niveles medios M, y Mg

3) Hallar los puntos de interseccion de M, y Mg

4) Hallar las rectas duales de los puntos anteriores

Complejidad O(n)
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Grafo geomeétrico

e vertices, puntos

e aristas, segmentos

SIN CORTES

Dados G=(V,A), grafo, y S conjunto de puntos en el plano,
¢Se puede representar G sobre S como grafo geométrico?

e Inmersiodn rectilineade Gen S
e S admite la estructura combinatoria G
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No siempre
es posible K4

Si nos permiten elegir el conjunto S, Sl es posible

Teorema (Wagner, Fary)

Todo grafo planar admite una representacion plana

cuyas aristas son segmentos de recta
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Y si el grafo es un arbol,...

Teorema

Si1 S es un conjunto de n puntos del plano, en posicion
general, y T un arbol con n vértices, entonces existe
una inmersion rectilineade T en S

Arbol T
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Problemas

1. Dado S, hallar un arbol T que cumpla determinadas
condiciones y una inmersion de T en S

* raiz en un punto determinado
e sucesion de grados prefijada
(Bose, McAllister, Snoeyink, 1995)
2. Dado T, construir S y una inmersion de T en S tal que
e Tseael AGM de S
» el area de la inmersion sea minima

(GRAPH DRAWING)
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INMERSIONES BIPARTIDAS

S=RUB Arbol T

Dados S=RuUB y T, ;existe inmersion bipartida?
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 Todo arbol es bipartido de una Unica manera
V=V, UV,

* |B|=b y |R|=r deben coincidir con |V,| y [V,

e Esta condicion NO es suficiente
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Problemas

Dado S =RuUB, hallar un arbol T que cumpla
determinadas condiciones y una inmersion de T en S

 grado maximo acotado
e sucesion de grados prefijada
e T sea un camino

Posicion de los puntos de S
e Posicion general
* S linealmente separable
* Posicion convexa
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