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POLITECNICA

PARTICIONES

Gregorio Hernandez Pefalver
UPM

MATEMATICA DISCRETA I



SELECCIONES

de k elementos elegidos en un conjunto
de n elementos

DISTRIBUCIONES
de k objetos
en n cajas distintas

selecciones ordenadas
sin repeticion

n(n—1) (n-2).... (n—k+1)

k objetos distintos
en cada caja no mas de uno

. (M) o
selecciones no ordenadas Ln J k objetos idénticos
sin repeticion Kk en cada caja no mas de uno
selecciones ordenadas nK k objetos distintos
con repeticion (sin limitaciones)
selecciones no ordenadas (n—1+k) k objetos idénticos
con repeticion k (sin limitaciones)
T(k,n) k objetos distintos
cajas no vacias
(k-1) k objetos idénticos
k —n cajas no vacias




DISTRIBUCIONES DE OBJETOS EN CAJAS IGUALES

Si los objetos son distintos

Las distribuciones de n objetos distintos en Kk cajas idénticas, donde a cada caja
se le asigna al menos un objeto, se corresponden con las particiones de un
conjunto de n elementos en k subconjuntos no vacios

PARTICIONES DE UN CONJUNTO

El nimero de formas de efectuar una particion de un conjunto de n elementos,
en k subconjuntos no vacios, se designa por S(n,k), niumeros de Stirling de
segunda especie

S(n,1)=1, S(n,n)=1, S(n,k)=S(h-1,k -1) + k S(h - 1,k)

k=1 2 3 4 5
n=1 1
Valores de S(n,k) 2 11
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1




DISTRIBUCIONES DE OBJETOS EN CAJAS IGUALES

Si los objetos son iguales

Existe una correspondencia biyectiva entre las distribuciones de n objetos
Iguales en k cajas idénticas, donde a cada caja se le asigna al menos un objeto, y
las particiones del numero natural n en un numero de sumandos igual a k.

PARTICIONES DE UN ENTERO

¢ De cuantas formas se puede escribir un entero positivo n como suma de
enteros positivos, donde el orden de los sumandos es irrelevante?

Cada una de estas formas es una particion de n, y cada uno de los sumandos,
una parte.

Las particiones de 4 son: 4, 3+1, 2+2, 2+1+1, 1+1+1+1
0, abreviadamente [4], [3,1], [24], [2,17], [17]

Las particiones de 7 son:  [7], [6,1], [5,2], [4,3]. [5,1], [4,2,1], [3.27], ...

En tres sumandos son: [5,17], [4,2,1], [34,1], [3,27]



PARTICIONES DE UN ENTERO n

p(n) ndmero de particiones de n
p(n) numero de particiones con exactamente k partes

p(4) =5, py(4)=2
p(7) =72 ps(7)=4

p(n | la particion cumple la propiedad E) indica el numero de particiones
que cumplen la propiedad E

p.(n) = p(n | el nUmero de partes es exactamente k)



DISTRIBUCIONES

( n objetos se distribuyen en k cajas)

Distribucion Ninguna caja vacia
arbitraria
n objetos diferentes
kn S(n,k) k! =T(n,k)

k cajas diferentes

n objetos iguales
k cajas diferentes

o

n objetos diferentes

k
k cajas iguales ;S(n’ ) S(n,k)
n objetos iguales :
Py (N) p.(N)

k cajas iguales




PARTICIONES DE UN ENTERO n

rwnE

p(n | su mayor sumando es k) = p(n | con k partes)
p(n | con no mas de k partes) = p(n+k | con k partes)

pk(n) - pk-l(n o 1) + pk(n - k)
p(n | partes impares) = p(n | partes distintas)

Los primeros valores para p,(n) vienen dados por la tabla

k=1 | k=2 | k=3 | k=4 | k=5 | k=6 | k=7

n=1 1

1
1
1
1
1
1
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Diagrama de Ferrers

9=5+3+1 - X X X X X
X X X
X
9=3+3+1+1+1 —> X X X
X X X
X
X
X
9=3+2+2+1+1 —> X X X
X X
X X
X



Demostraciones utilizando los Diagramas de Ferrers

p(n | mayor sumando es k) = p,(n) = p(n| con k partes)

Cada particion de n con mayor sumando k se transforma por conjugacion,
intercambiando filas y columnas, en una particion con k sumandos

La primera fila con k equis se convierte en la primera columna con k equis
(y reciprocamente)

0=5+3+1 9=3+2+2+1+1
— X X X X X — X X X
X X X X X
X <> X X
X

X



Demostraciones utilizando los Diagramas de Ferrers

p(n+k | con k partes) = p(n | con no mas de k partes)

Cada diagrama de n + k con k sumandos se transforma, por eliminacion de la
primera columna, en el diagrama de una particion de n con a lo sumo k sumandos
Y reciprocamente afladiendo una primera columna con k equis.

n=11, k=6

k filas ¢

X X X X X X

\

P(17 | con 6 sumandos) = p(11 | con no mas de 6 sumandos)



Demostraciones utilizando los Diagramas de Ferrers

pk(n) - pk_l(n o 1) + pk(n o k)

Si en la particion hay al menos un “uno”

XX XXX

n—1
X X X X P ( )
=) X X X X
X

X
Si en la particion no hay “unos”

X X X X X X X X

X X X =) X X X p.(n—K)

X X X X X X



Funcion generatriz de p(n)

p(n) es el nimero de soluciones no negativas de la ecuacion

Xy +2X, +3X3+4X, + ... +nX, =n

p(n) es el coeficiente de x" en

> 1
P(X) = (1+x+x2+ ... )1+ x4+ ) (A0S +x8+ ) .. [P(X) :1_1[1_ "

p(n | partes impares) = p(n | partes distintas)

Odd (x) = 1_1X -1_1)(3 .1_1X5
Dis(x) = (1+ x)(1+ x*)(1+ x%)... pero 1+ 2z = (1-2%)/(1- 2)
Dis(x) = L= XDE=X)A=X)-- 1 _ 0dd (x)

L-x)A-x)A=x%)  @L=x)L-x°)---



