POLITECNICA

FUNCIONES GENERATRICES
EXPONENCIALES

Gregorio Hernandez Penalver
UPM

MATEMATICA DISCRETA II
(M)



Las funciones generatrices “ordinarias” se aplican en problemas
combinatorios donde el orden no es importante. Cuando si lo es hay que
considerar las funciones generatrices exponenciales.

Se llama funcion generatriz (exponencial) de la sucesion
A=(aya;a, ..., a,...) alaseriede potencias

2 Xn

X
A(x):ao+a1x+a2§+---+an—l+---
. n!



Ejemplo 1

Un conjunto X ={A,B,C,D,E,F,G} de tamafio 7. 7
El nimero de listas de 3 elementos distintoses 7:6-5 = 3!( )

El producto (1+A)(1+B)(1+C)(1+D)(1+E)(1+F)(1+G) codifica la informacion
sobre los subconjuntos de X

El termino ACD corresponde al subconjunto {A,C,D} que corresponde a las
listas ACD, ADC, CAD, CDA, DACy DCA

Ahora sustituimos todos los simbolos por la variable x
(1+x) (1+x) (1+x) (1+x) (1+x) (1+x) (1+x) = (1 + x)’

y en el desarrollo del binomio, el coeficiente de x3es el nimero de subconjuntos

de X de tamafio 3. ;

) _ . . X
Por tanto, el niumero de listas de tamafo 3 es el coeficiente de o



Ejemplo 1
La funcidn generatriz para el problema de las listas de elementos distintos es:

, X" X" X"
AX)=0+x)" =01+ ?)(1+ ?)---(1+ ?)

donde cada paréntesis corresponde a un elemento diferente del conjunto inicial
Primer paso (para A): o bien NO se elige o bien Si se elige

ahora se representa por 1x° + 1x!/1!

pues el numero de respuestas en que se aflade 0 unidades al tamaro de la
solucion es 1y también es 1 el niUmero de respuestas en que se afiade 1 unidad al
tamano de la solucidn

Segundo paso (para B): o bien NO se elige, o bien SI se elige
se representa por 1x° + 1x%/1!

Y asi los siete pasos, uno por cada elemento del conjunto



La misma funcion generatriz = A(x) = (1+x)’ sirve para dos sucesiones:

(1) —
A(X) :[QJF(DXJF +[7ij +_“+(gx7 (14 x)’ Funcion

k generatriz
La sucesion (a,) = ! , ! , ! ! donde a,, es el nimero de
0/\1/\2 7

ordinaria
NO importa el orden

subconjuntos de tamaro n del conjunto de 7 elementos

(2)

Funcion
2 3 7 .
A(X) =L+ x)’ =1+7x+7-6%+7.6.5%+...+7.6.“..1X_ generatriz

71 | | exponencial
La sucesion (b )=0! ! 1 ! 2 ! 3 ! LT !
0) (1 2 2 7

SI importa el orden

es decir, (b,)=1,7,7-6,7-6-5, ... ,7-6:5- ...-1

donde b, es el nimero de listas de tamafio n



Funciones generatrices exponenciales

Se considera un proceso secuencial de recuento con m pasos. Cada paso
representa un tipo diferente de resultado y el orden de los resultados es
significativo, asi como el numero de resultados de cada tipo.

El resultado de cada paso se representara por una funcion generatriz exponencial

x> X

A(x):ao+a1x+a25+---+akﬁ+---

Si, en ese paso, a, es el numero de respuestas que afiaden k unidades al tamafio
del objeto



Funciones generatrices exponenciales

p X X X" )
Sucesion (1,111, ...) e AX)=l+—4—+--4+—+---=8
n 2 n!
de ahi el nombre de “exponencial”
kx  (kx)° kx)"
Sucesion (1,k,k? k3, ...) => A(X) =1+ m +( 2') +~--+( |) +...=ge"
. n:

La funcion generatriz exponencial correspondiente al numero a, de k-listas
de n objetos idénticos es

puesa,=1 para k=1,2,....n 'y a,=0 parak>n



Funciones generatrices exponenciales

Ejemplo 2
¢ Cuantas palabras de longitud k se pueden formarcon5 A’s y 7 B’s ?

La funcidn generatriz para la eleccion de las A’s es

2 5
X x
A(X) = 1+ 242 X
1! 2' 5!
La funcidn generatriz para la eleccion de las B’s es
2 7
X X X
B(X)=1+—4+—+---+—
1 2 4

La respuesta es el coeficiente de xX /k! en A(X)B(X)

Por ejemplo, para k=12, el coeficiente de x1?/ 12! es —
que es el numero de palabras de longitud 12 ol7l
que se pueden formar con 5 A’sy 7 B’s (como ya sabemos)



Ejemplo 3

¢ Cuantas palabras de 4 letras se pueden formar con las letras de la palabra
PAPAYA?

Sea a, el nimero de k-listas con las letras del multiconjunto {A,A,A,P,P,Y}

La funcidn generatriz exponencial para esta sucesion es:

X2

A(X) = (1+1+E+_)( —| —)( )

Letra A Letra P LetraY

La respuesta es el coeficiente de x*/4! de este producto

) ) XZ XZ X2 2 X3 X3 4

Los términos con x4 son Xo— X+— X-X+—-—1+—-X-1+—-1-x=a,—
2l 2! 21 2 3 3 4!

I
Az} {2AP,Y} / \
{3A,Y}
4 4 4 4 4 {2A,2P}
luego a, =— =38

A TN {3AP}




Ejemplo 4

Hallar el nimero de listas de longitud 8 que se pueden formar con 1,2 6 3 A’s,
2,304Bs y 0,264C’s

La funcidn generatriz exponencial para la eleccion de las A’s es
A(X) = x/1! + x?/2! + x3/3!

La funcidn generatriz exponencial para la eleccion de las B’s es
B(X) = x?/2! + x3/3! + x4/4!

La funcion generatriz exponencial para la eleccion de las C’s es

C(x) =1+ x?/2! + x4/4]
8

X
El n° de listas es el coeficiente de g en A(X)B(x)C(x)



Ejemplo 5

¢ Cuantas listas de tamario k se pueden formar con los digitos 0, 1, 2y 3?

Sea a, el numero de k-listas

La funcion generatriz exponencial para la seleccion de las 0’s es

A, (X) =1+ /11 +x2/2V + x3/31 + ... = eX

Y lo mismo para la seleccion del resto de digitos, por tanto la funcion generatriz
de la sucesion a, es:

A(X) _ (eX)4 _ e4X

El coeficiente de xX/k! es 4k

que es el numero de listas de tamario k con los simbolos 0,1,2 y 3
(como ya sabiamos)



Ejemplo 6

¢ Cuantas listas de tamario k se pueden formar con los digitos 0, 1, 2 'y 3, si en
cada lista debe aparecer cada digito al menos una vez?

Sea b, el nimero de esas k-listas
La funcion generatriz exponencial para la seleccion de cada uno de los digitos es

A, (X) = X/ +x2/21 + 331+ ... =eX-1

La funcion generatriz de la sucesion b, es:

B(x) =(e* -1)* =e* —4e*™ + 6e* —4e* +1

El coeficiente de x</k! es |4 —-4.31+6.2¥x—-4

que es el numero de listas de tamario k con los simbolos 0,1,2 y 3
(con al menos un simbolo de cada tipo)
Este resultado es el que ya conociamos por el Principio de inclusion-exclusion.




Ejemplo 7

¢ Cuantas listas de tamario k se pueden formar con los digitos 0, 1, 2 y 3 de forma
que el 2 y el 3 aparezcan al menos una vez?

Sea a, el nimero de k-listas

La funcidn generatriz exponencial para esta sucesion es:

2 X2

A(X) = (1+ x+%+---)2(x+§+.--)2 — (e¥)2(e* —1) = e (e — 28 +1) =

_ a4x 3X 2X k o _ nk kX_
=e™ -2 +e” =) (4 23+2)k!

k=0

Luego a, =4"-2.3 42"



Ejemplo 8

¢ Cuantas listas de tamario k se pueden formar con los digitos 0, 1y 2
conteniendo un namero impar de 0s y un namero par de 1°s?

Sea a, el numero de k-listas con esas condiciones

La funcidn generatriz exponencial para esta sucesion es:

3 5 2 4 2
X® X X° X X
A(x)_(x+§+a+---)(l+ﬁ+z---)(l+X+E+---)
los0's los1's los 2’s
X X X" ~ 2 4
=l —+ e'+e" . X X
2 n! = +
. 2 2 4
2 N X X 3 5
e‘X=1—§+X——---+(—1)”X—+ VN
I n! ) 2 3 5




Ejemplo 8

¢ Cuantas listas de tamario k se pueden formar con los digitos 0, 1y 2
conteniendo un namero impar de 0s y un namero par de 1°s?

Sea a, el numero de k-listas con esas condiciones

La funcidn generatriz exponencial para esta sucesion es:

3 X5 X2 X4 XZ

A(x):(x+%+a+---)(l+i+z---)(l+X+E+---):

ex_e—x ex_l_e—x X 1 XfA2X -2X 1 3X —X 1 - Kk k Xk
= e'=—e'(e"—-eT)=—("-e")==)> (3 —(-1)")—
( > ][ 5 j 1 ( ) 4( ) 42(;( ( ))k!

lego = %(3k (1))



Desbarajustes

Permutaciones en las que ningun elemento esta en su propio lugar
236514 361542 214365

¢ Cuantos hay? D, el nimero de desbarajustes de n elementos

Dn = (n_ 1) Dn—1+ (n_l) Dn—2

Y operando, D =nD

n

(D) para n>0, D,=1

n

Si Iintentamos resolver la recurrencia por funciones generatrices ordinarias

1

D(x) = i D, X" resulta L (D(X)-1) = XD'(x) + D(x) - ——
n=0 X 1+ X

iuna ecuacion diferencial!



Desbarajustes

D,=nD,_, +(-1) para n>0, D,=1

Multiplicamos por x"/n! 'y sumamos

3D, X—I S nD, _1%+Z(—1)”X—

n=1 n: n=1 : n=1 n!

n—l 2 3

H(x)-1= xZD_l( D (—E+E—§+...)ZXH(x)+e—x_l
Luego H(x):le__xx H(x):(1—x+x7j—§+---)(1+x+x2+x3+---)
1,1 1 1
HO)=2x (ot D=1y = (D)




