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Contando por medio de productos formales

Ejemplo 1

En el frigorifico tenemos 3 helados de chocolote, 2 de vainilla, 1 de fresay
4 de nata. Sacamos 4 helados. ;De cuantas formas lo podemos hacer?

Podemos recorrer los términos del producto

(I+c+c2+)(1+v+v)(1 +1H)(1 +n+n?+n’+n?)

El término cv*f correspondea .....
El término c?vn corresponde a .....

El término cvin correspondea .....
Y contar los términos de grado 4, es decir, los términos de la forma

¢t vi fn! con i+jtk+1=4



Contando por medio de productos formales

Ejemplo 1

En el frigorifico tenemos 3 helados de chocolote, 2 de vainilla, 1 de fresay
4 de nata. Sacamos 4 helados. ;De cuantas formas lo podemos hacer?

Podemos recorrer los términos del producto

(I+c+ct+c)(1+v+v)(1+H(1+n+n?+n’+n?)
Sustituimos c, v, f y n por x

(I+x+x*+x)1+x+x2)(1+x)(1 +x+x2+x3+x%) =
=1 +4x +9x% + 15x3 + 20x* + 22x° + 20x°® + 15x7 +9x8 + 4x° + x1V

El coeficiente de x* nos da la respuesta. Hay 20 formas diferentes

¢ De cuantas formas se pueden sacar 2 helados? El coeficiente 9 de x? es la
respuesta.

cc, cv, cf, cn, vv, vi, vn, fn, nn

. De cuantas formas se pueden sacar 7 helados?



Series formales de potencias

Dada la sucesion A = (a,, a4, 8,, ..., &, ...) Yy X una variable formal se designa
por serie formal de potencias de x con coeficientes a,, @, @y, ..., &, ...
a la expresion

AR)=ag+axta, XX+ . Faxi+.. = Y a X"
n=0

La sucesion 1,4, 9, 15, 20, 22, 20, 15,9, 4, 1,0,0,0,... origina la serie formal
1 +4x +9x2+ 15x3 + 20x* + 22x> + 20x° + 15x7 +9x8 + 4x° + x10

La sucesion 1, 3,5, 10, 17, 26, 37, 50, 65, 82,... origina la serie formal

1 +3x +5x2+ 10x3 + 17x* + 26X + 37x% + 50x7 + 65x8 + 82x° + ... + (?2x" + ...



Series formales de potencias

Ejemplos ya conocidos:

Sucesion (1,1,1,1,...... ) === |4 x4+X +X3—I—...=ZXK :_1
k=0 1—-X
y ny(n n n
Sucesion : e e 0,0, >
n n ny , n) . i
+| X+ XK+ X =(0+X)
0 1 K n
2 X3 00 Xk
Sucesion (1,1,1/21, 1/31, ......) s> 1+X+5+?+'”:ZF
. . k=0 N



Ejemplo 2

7
Un conjunto X de tamafio 7. El nimero de subconjuntos de 3 elementos es (3)

o (I

respondemos a la misma pregunta para cualquier nimero de elementos

Construimos la serie formal de la sucesion

A(x)—(7j+(7jx+ +(7jx"+ +(7jx7 (1+ %)’
=111 | | )=

y tendremos la informacion de la sucesion (y de la pregunta original) expresada
de forma compacta

. Como podemos llegar a la expresion (1+x)’ sin conocer los coeficientes?



Ejemplo 2

7
Un conjunto X de tamafio 7. El nimero de subconjuntos de 3 elementos es (3)

Sea X={A,B,C,D,E,F.G}

El producto (1+A)(1+B)(1+C)(1+D)(1+E)(1+F)(1+G) codifica la informacion
sobre los subconjuntos de X

El t¢érmino ACDG corresponde al subconjunto ....
El t¢rmino BDEFG corresponde al subconjunto ....

Los subconjuntos de tamafio 3 corresponden a ...
Ahora sustituimos todos los simbolos por la variable x

(1+x) (1+x) (1+x) (1+x) (1+x) (1+x) (1+x) = (1 + x)’

y en el desarrollo del binomio, el coeficiente de x3 sera el nimero de subconjuntos
de X de tamafio 3.



Ejemplo 2

: . 7
Un conjunto X de tamafio 7. El nimero de subconjuntos de 3 elementos es (3)

X={A,B,C,D,E,F,G}
(1+x) (1+x) (1+x) (1+x) (1+x) (1+x) (1+x) = (1 + x)’

La interpretacion del producto anterior es la siguiente. La eleccion de un
subconjunto consta de 7 pasos (uno por cada elemento de X)

Primer paso (para A): o bien NO se elige o bien SI se elige

se representa por 1x°+ 1x! =1 +x

pues el nimero de respuestas en que se afiade 0 unidades al tamafio de la
solucion es 1 y tambien es 1 el nimero de respuestas en que se anade 1 unidad al
tamafio de la solucion

Segundo paso (para B): o bien NO se elige, o bien SI se elige
se representa por 1x°+ Ix! =1 +x

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Y asi los siete pasos, uno por cada elemento del conjunto



Se llama funcion generatriz (ordinaria) de la sucesion A = (a,, 8, a,, ..., &, ...)
a la serie de potencias

A(x)=a,taxta, x>+ ... +a.xk+ ...

Una funcion generatriz es una “cuerda de la ropa” en que tendemos una sucesion
de numeros para exhibirla (H. Wilf, Generatingfuntionology)

La funcidn generatriz para el problema de calcular cuantos subconjuntos (de
diferentes tamafios) tiene el conjunto X de 7 elementos es

A(x)—(7j+£7jx+ +(7jxk+ +(7jx7 (1+x)’
=111, ) | =

Un paso de un proceso de recuento se representa por la funcion generatriz
a,tax+a,x?+..+a.xk+...

s1, en ese paso, a, es el numero de respuestas que afiaden k unidades al tamafio

del objeto




Principio del producto

Un proceso secuencial de recuento de m pasos en el que A(x) es la funcion
generatriz que representa el paso j.

S1 el orden de los pasos no es significativo, el nimero de respuestas de tamafio k
es el coeficiente de x*en el producto  A;(X)A,(X)...A_(X)

Ejemplo 1.
En el frigorifico tenemos 3 helados de chocolote, 2 de vainilla, 1 de fresay
4 de nata. Sacamos 4 helados. ;|De cuantas formas lo podemos hacer?

F. generatriz del paso 1 (eleccion de helados de chocolate) A (x)=1+x +x>+x°

F. generatriz del paso 2 (helados de vainilla) A (x)=1+x +x2
F. generatriz del paso 3 (helados de fresa) As(x)= 1+x
F. generatriz del paso 4 (helados de nata) A, (x)=1+x +x2+x3 +x4

El coeficiente de x* en el producto A;A,A;A, es larespuesta a la pregunta.



Ejemplo 3.
Se reparten canicas entre 5 nifios, recibiendo cada uno al menos 3 canicas.
. De cuantas formas se pueden repartir 25 canicas? ;Y 357

El orden de la distribucion a los nifios no es significativo.
Asi tenemos 5 pasos, uno para cada nifio:
el paso 1 es la entrega de al menos 3 canicas al nifio 1.
La funcion generatriz del paso i es X3+x4H LB L
La funcidn generatriz del problema es (x3+x%+...)°

El coeficiente de x?° responde a la primera pregunta.
El coeficiente de x3° responde a la segunda pregunta.

¢, Como se calculan los coeficientes? MANIPULACION ALGEBRAICA
DE SERIES




Ejemplo 4.
Calcular el nimero de formas de conseguir franqueo de n euros con sellos de
2,3y 5 euros
Llamemos a, a dicho namero de formas.
Primero se eligen los sellos de 2 euros, luego los de 3 euros y luego los de 5 euros.
Primer paso: Cada sello de 2 euros afiade 2 al valor total,
La f. generatriz de la 1* eleccion es 1+ x2+ x%...
En el segundo paso elegimos los sellos de 3 euros, cada uno anade 3 luego
la funcidn generatriz es 1+ x3+ x6+...,
La f. generatriz del tercer paso (eleccion del n° de sellos de 5 euros) es
1+ x5+ x10+, .

La funcidn generatriz de a, es (1+x?+x.. ) (1+x34x5+. ) (1+x3+x10+..))

Numero de formas de obtener 20 euros —  coeficiente de x?° en ese producto.

¢, Como se calculan los coeficientes? MANIPULACION ALGEBRAICA
DE SERIES




Ejemplo 5.
¢(Cuantas soluciones enteras no negativas tiene z,+z,+...+z=k ?

K+n-1
Conocemos la respuesta CnR,k :[ K ]

Razonemos por funciones generatrices:
La variable z, puede tomar los valores 0,1,2,..., k, luego la funcion generatriz

para la variable z. es AX)=1+x+ x>+ .. +xK

Por tanto, la funcion generatriz del problema es
AX)=A;X)A,(X)...A (x) =(1+x+ x>+ .. +xk)n
y el coeficiente de x* en este producto es el nimero de soluciones no negativas.

Como este coeficiente es el mismo de A*(x)=(1+x + x>+ ... +xK+ .. )"
resulta que:

\ 5 ) i l1+n-1 24+n-1) | kK+n-1) ,
AX)=1+X+X +:+X +:) =1+ . X + 5 X™ 4o+ ) xK 4+ ...



MANIPULACION DE FUNCIONES GENERATRICES

1 - x"
I — X

A=X)(1+X+X> 4+ +x+-.)=1 = L:1+x+x2+...+xk+...

1—X

n-1

=14+ X+ x>+ X

I=xX)(1+ X+ X+ +x"H=1-x" =

(1+x)" :1+(zj+---+(njx” 1+x™)" =1+ [n)xm + [nszm et [n)xnm
n 1 2 n

(1—x™)" =1—[nj X" +(nj X" +---+(—1)”(nj X"
| 2 n

|
(1=x)"

=(I+ X+ X+ 4+ X+-) =

1+n-1 2+n-1) , K+n-1) ,
=1+ X + X"+ X" 4
1 2 K

: (LA X+ X+ X ) =14+ 2X 43X +4X -+ (K DX+ -

(1-x)°



Ejemplo 6.

Hallar el niimero de elecciones posibles de 30 juguetes de 10 tipos distintos si:
(a) al menos deben elegirse dos de cada clase
(b) seeligen entre 2 y 5 de cada clase

(a) La f. generatriz para la eleccion de cada tipo es  x*+x3+x*+ ...
f. generatriz del problema es (x>+x3+x4..)10
La respuesta es ¢l coeficiente de x3°

19
[Coef. de x3° en x20(1+x+x2+...)!10 [=[Coef. de x'° en (1+x+x2+...)10 | = (10}

: : 1—x*)"
(b) La funcidn generatriz es A(x)= (x2+x3+x4+x5)10= x20( 1 +x-+x2+x3)10= x* ( )

(1— X)IO

10
A(X) = x*(1+x+x*+...)°0-10x* +£2Jx8 +o0)

De nuevo buscamos el coeficiente de x3° Sea w =(1+x+x>+...)10
(coef. de x3%) = (coefde x!°en w)— 10- (coef de x6 en w) + 45 (coef. de x> en w) =

fio) o) (2)



Ejemplo 4
Franqueo de valor n con sellos de 2, 3 y 5 euros

La funcidn generatriz de a, es (1+x?+x%+.. ) (1+x34x5+. . )(1+x3+x10+..))

1 . 1 ' 1
1-x* 1-x> 1-%°

Numero de formas de obtener 20 euros —  coeficiente de x?° en ese producto.

A(X) =

(Tx2+x4. L +x20)(1+x3+x0+. L +xI8) (1+x0+x 1 04+x 15+x20)
>A=1/((1-x"2)*(1-x"3)*(1-x"5)) ;
>series(A,x,40);

1+x2+x3+x4+2x5+2x6+2x?+3x8+3x9+4xm+4x“+5x12+5x13+6x14+?x15+?x16+8x1?+9x18+9x19+11x20+0(x21)

11 formas diferentes de franqueo



Ejemplo 3.
Se reparten canicas entre 5 nifios, recibiendo cada uno al menos 3 canicas.
. De cuantas formas se pueden repartir 25 canicas? ;Y 357

El orden de la distribucion a los nifios no es significativo.
Asi tenemos 5 pasos, uno para cada nifio:

el paso 1 es la entrega de al menos 3 canicas al nifio 1.
La funcion generatriz del paso i es X3+x4H, L.

La funcidn generatriz compuesta es  A(X) = (x>+x*...+xP+ ...)
El coeficiente de x?° en este producto es la respuesta.

X15

A(x) = (xHxH. )P =X+ + L) = 1%
— X

A(X)= X (1+ X+ X +--+)

Buscamos el coeficiente de x2°

Sea w =(1+x+x>+...) (coef. de x*°) = (coefde x'"en w ) = (10 —;g _1j i Gi)



Ejemplo 3.
Se reparten canicas entre 5 nifios, recibiendo cada uno al menos 3 canicas.
. De cuantas formas se pueden repartir 25 canicas? ;Y 357

.Y s1 queremos responder a la misma pregunta para 30, 35, 40, 50 ...... canicas?

X15

(1-x)

Todas las respuestas estan en la funcion generatriz A(X) =

>B:=x"15/(1-x)"5;
>series(B,x,70);

‘{15+5 x16+15 ‘{17+35 x18+70x19+1“61 0+7101: 1+330x +495x 3+715t 4+10017: 5+1365 x 6+18701: 7+“38[)7c 8+306Dx 9+3876 x30+4845 t31+5985 x3‘+7315 1;33
+ 8855 x34 + 10626 x35 + 12650 x36 + 14950 rS? + 17550 r38 + 20475 x39 +23751 x40 +27405 x“ + 31465 r4“ + 35960 r43 + 40920 x44 + 46376 x45 + 52360 r46 + 58905 r4? + 66045 r48 +
49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62

73815x 7 +82251x7 " +91390x"  +101270x77 + 111930 x™ 7 +123410x" " + 135751 x7 7 + 148995 x™ " + 163185 x™ * + 178365 x™ +194580x™" + 211876 x  +230300x ~ +249900x "~ +

270725x +292825x +316251x +341055x +367290x +395010x +4242?0x +O(x )



RELACIONES DE RECURRENCIA ---- FUNCIONES GENERATRICES

I | Relacion a,=a, ; +2a,, (n>2)con las condiciones iniciales a,=1, a,=1
Sea A(x) la funcion generatriz de la sucesion (a,)

A(x)=a,taxta, x>+ ...+a,x"+ ...

— XA(x)= —ax-—-ax>—..—a, x"+.
— 2 x?A(x) = —2a5x? — ... — 28, ,x" +...
sumando resulta (1 —x—2x?) A(x) =1 puesa,— a,;,—-24a,,=0

En realidad, estamos multiplicando cada término de la relacion por x* y
sumando para todos los valores validos de n

AX) =Y ax"=a, +ax+ Y a, X" +2> a X" =1+ X+ XD aXx +2x* Y ax‘ =
n=0 n=2 n=2 k=1 k=0

=1+ X+ X(A(X) = 1) + 2x> A(X) luego  A(x)=1+xA(X) + 2x% A(X)



RELACIONES DE RECURRENCIA ---- FUNCIONES GENERATRICES

Sea A(x) la funcion generatriz de la sucesion (a,)

A(x)=a,+axta,x*+...+a x"+ ...

l | Relacion a,=a, ; +2a,, con las condiciones iniciales a,=1, a,=1

— XA(x)= —ax-—-ax>—..—a, x"+.
— 2 x?A(x) = —2a5x? — ... — 28, ,x" +...
sumando resulta (1 —x—2x?) A(x) =1 puesa,— a,;,—-24a,,=0

o

1 1 U323
1-x=2x> (1+x)(1-2X) 1+x 1-2x

A(X) =

Descomposicion en
fracciones simples

:l(l—x+x2—---+(—1)“x” +---)+%(1+2x+---+2”xn +-00)

3 3

1 2
a, es el coeficiente de x» @, = 5(—1)n + §2n




RELACIONES DE RECURRENCIA ---- FUNCIONES GENERATRICES

) Resolver la relacion de recurrencia a, —2a, ; = 2"
con la condicion inicial  a=1

Sea A(x) la funcion generatriz de la sucesion (a,)
Ax)=a,tax + ax?+... +tax"+..
—2xA(x)= —2a,x —2a;x*—..—2a,.X"+...

sumando (1 —2x) A(x) = a, +(a;—2ay)x + (a,— 2a,)x> + ...+ (a,— 28, )x" +...
como a,=1 y la sucesion (a,) es solucion de la recurrencia, a,—2a,, =2"

(1-2X)A(X) =1+ 2X+2°X* +---+2"X" +-. = !
1-2X
Es decir, A(X) = l -
(1-2x)

a, es el coeficiente de x" 9 = [n +2- ljzn —(N+1)2"
N



RELACIONES DE RECURRENCIA ---- FUNCIONES GENERATRICES

) Resolver la relacion de recurrencia a, —2a, ; = 2" n>1
con la condicion inicial  a=1

Como en el ejemplo anterior, podemos interpretar las operaciones anteriores
diciendo que multiplicamos la relacion por x® y sumamos para todos los
valores validos de n

AX)=> ax"=a,+> ax"=1+2>a, x"+> 2"x" =
n=0 n=1 n=1 n=1

=1+ 2xi a X<+ i(Zx)n = 2xi a X<+ i(Zx)n = 2XA(X) + i(Zx)”
k=0 n=1 k=0 n=0 n=0

1
1-2X

luego, (1-2X)A(X)=1+2X+2°X" +--++2"X" +--- =



RELACIONES DE RECURRENCIA ---- FUNCIONES GENERATRICES

M¢étodo general

.
2.
3.

N

n

»
Sea A(x) la funcion generatriz de la sucesion (a,), es decir, A(X) = Z a, X
Multiplicamos ambos miembros de la relacion por x» n=0
Sumamos para todos los valores de n en que se cumpla la relacion de
recurrencia.

Expresamos la ecuacion resultante en términos de A(x)

Resolvemos la ecuacion anterior en A(X)

Si queremos una forma exacta para a, expandimos A(x) en serie de
potencias. El coeficiente de x" es el valor buscado para a,

Los pasos 2, 3 y 4 pueden interpretarse también, como en los ejemplos anteriores,
diciendo que para la relacion de recurrencia,

a,=ca,, tea, +..tc a +g)

A(x), funcion generatriz de (a,), se obtiene desarrollando el producto

(I-cx —c,x*— ... — ¢ x™) A(X)



RELACIONES DE RECURRENCIA ---- FUNCIONES GENERATRICES

Relacion de recurrencia no lineal correspondiente a la sucesion de Catalan
1,1,2,5,14,42, 132, 429,...

Ci=CC GG L+ GG s+ +C L, G+ G, G para n>0

con el convenio C, =1

S1 f(x) es la funcion generatriz,  f (x)=C, +C,x+ C2X2 +...= ZCan
n=0

K
[f()f =¢,C, +(C,C, +C,C,)x+(C,C, +C,C, +C,C,)x* +...+ (Z ckici]xk +...
i=0

[FOQ] =C, +Cx+Cx* +...... Comparando f(x) con [f(x)]?, resulta

f(x)=1+x[fX)]




RELACIONES DE RECURRENCIA ---- FUNCIONES GENERATRICES

Sucesion de Catalan

f(x)=1+x[f(x)]

+/1—-4Xx

2X

Resolvemos esta ecuacion de segundo grado en {(x) f(x)= :

como f(0)=C,=1, la tnica solucion valida es la del signo —

1—+/1-4x
2X

F(x)=

Funcidn generatriz de la sucesion de Catalan

que ahora desarrollamos en serie de potencias para calcular sus coeficientes,
que son los terminos de la sucesion de Catalan

- “21_4)( =1+ X+ 2X+ 5 +12X +. 4+ o2 X+
X

f(x)=




RELACIONES DE RECURRENCIA ---- FUNCIONES GENERATRICES

Sucesion de Catalan

—~/1—-4x

2X Desarrollo en serie de (1 — 4x)!2

F(x) = 1

Recordemos la formula del binomio

(a+b)"=a" + [Tja“b + (gJa“bz + (:ja“ﬁ 4o

en la que todos los términos son 0 a partir del n+1
Pero si n NO es un entero, ;como se definen los nimeros combinatorios?
Por ejemplo si n=1/2,

1
2
K

Asi el desarrollo en serie de (1 —4x)'? es

K!

|- s



RELACIONES DE RECURRENCIA ---- FUNCIONES GENERATRICES

Sucesion de Catalan

1—-4x

2X Desarrollo en serie de (1 — 4x)'2

F(x) = o

) gy B3 e M) 0, BELS)

(1-4x)"* = 1—T4x+ - (4x)* — o] 1390 (4x)* -
_1—%2x—%4x —%8 3—5'T3!'116x4—---
luego,
f(x)=(1—(1—4x)1/2)2——1+21.2x+%4 +5'3'18x3+7'55'!3'116x4



RELACIONES DE RECURRENCIA ---- FUNCIONES GENERATRICES

Sucesion de Catalan

1—-4x
2X

f(x)= 1"

f(X)=1+— Loxa2dgye 2301
2 3!

7-5-3-1

5!

El coeficiente de x* es
o (2n-1)(2n-3)...-3-1 _9n (2n)(2n-1)(2n-2)(2n-3)-...-3-2-1 _
(n+1)! - (n+1)!(2n)(2n=2)-...-4-2 -
e CGmt 1 @mr_ 1 (2n]

(n+D)2"nt n+1 nint n+1

oo L[
Por tanto, f(x) = Zn_l_l( jn n_m ,

8X° + 16X +---



Sistema de relaciones de recurrencia FUNCIONES GENERATRICES

{ a =2a _ +b _ +1

-1 . . e
b =a _,+2b  +2" condiciones iniciales a,=0, b,=0

Sea A(x) la funcion generatriz de la sucesion (a,)
AX)=a,+a;x + ax*+.. +ax"+..

y B(x) la funcion generatriz de la sucesion (b))
B(x)=by+bx + b,x*+ ... +bx"+..

De la primera relacion resulta:

Ax)=a,+ axt+a,x*+...+a,x"+ ...
— 2xA(xX) = —2a,x—2a,;x>—..—2a,,x"+...
—xB(x) = —bx—bx*—...— b x"+..

sumando resulta

(1 -2x)AX)—xBx)=x+x*+...+x"+ ... =x(l +x+ .. +x"+..)=——



Sistema de relaciones de recurrencia FUNCIONES GENERATRICES

a, =2a _, +b _ +1
b =a_, +2b  +2" condiciones iniciales a,=0, b,=0

De la segunda relacion resulta:

B(x)=b, +bx+b,x>+ ...+ b x"+ ...
— XA(x)= —agx—ax>—..—a, X" +..
—2xB(x)= —2bjx—-2bx*-...—2b x"+...

sumando resulta
(1 -2x)B(X) —x A(x)=x+2x?>+... 20 x"+ . =x(1 +2x + ...+ 20 x"+ ...)=

X
1-2x




Sistema de relaciones de recurrencia FUNCIONES GENERATRICES

(1= 2)AX) - x B(x) = ——
1-X Operando en la primera expresion
{
X
| (1-20B(X) — x A(x) = A(X) = —— B(X) + ———
1-2x 1-2x (1-x)(1-2x)

Sustituimos en la segunda y operamos

2 2

X X X
1-2x)B(X) - B(X) - =
( JB(X) 1-2x (0 (1-x)(1-2x) 1-2x
Descomposicion en

. 2 2 2 fracciones simples

B(x) (I1-2x)"-x" X N X
1—2X 1-2x  (1-x)(1-2x)

5(x) X X A314 (-114) (-1/2)

T =) (1-4x+3x3) (1-x)P(1=3%) 1-3x 1-x  (1-x)



Sistema de relaciones de recurrencia FUNCIONES GENERATRICES

_ 34 (U4 (D) 3 1. 1[N+,
P0= 5 T -x)y 4z HZ)X Z( ]X

1-X 20 270N

Luego el término general de la sucesion b es

3 1 1 1
b =—3"-———(n+D)=—3""-2n-3
"= 2 2( ) 4( )

Ahora sustituimos el valor de B(x) en la expresion de A(x)

2

A(X) = ——B(X) 4 —————— = X P S
1—2X (1-x)1-2x) (1-2x)(1-x)*(1-3x) (1-x)1-2x)

2 3 / Descomposicion en
X— 3 X+ 3 X M fracciones simples

(1-2x)(1-x)*(1-3x) 1-3x 1-2x (1-X)> 1-xX



Sistema de relaciones de recurrencia FUNCIONES GENERATRICES

341 112 (=1/4)
+ +
1-3x 1-2x (1-x)> 1-x

A(X) = %i(_%x)” -3 (2x)" +;i£” “jx“ —ii %

n=0 n

Luego el término general de la sucesion a, es

a, BERUNPY +l(n+l)—l:l(3n+1 —2™* 1 2n+1)
4 2 4 4




Descomposicion de una funcion racional en fracciones simples

Toda funcién racional Px) en la que P(X) y Q(X) son polinomios se puede
X

expresar como suma de fracciones simples, cuyos denominadores son de la

forma (aX + b)n

A cada factor irreducible de Q(X) le corresponde una o varias fracciones simples

Factores de Q(X) Fracciones simples
L
ax+b ax+Db
, L N M
(ax+b) ax+b (ax+hb)’
L M N

+ +
ax+b (ax+b)> (ax+b)’



Descomposicion de una funcion racional en fracciones simples

X+1

Ejemplo 1. f(x) =
() x>+ X° — 6X

La factorizacion del denominador es X + X —6X = X(X —2)(X + 3)

X+1 A B C
f(X)=—5—— =—+ +
X 4+X"—6X X X—2 X+3

Por tanto, X+1=A(X-2)(X+3)+Bx(x+3)+Cx(x—-2)

igualando coeficientes en ambos miembros, resulta

0=A+B+C
1= A+3B—2C es decir, A=-1/6, B=3/10, C=-2/15
1=-6A
X+1 -1/6 3/10 -2/15
f(x)= = + +

x> + x> —6X X X—2  X+3



Descomposicion de una funcion racional en fracciones simples

3X+5
X — x> —X+1

Ejemplo 2. f(x)=

La factorizacion del denominadores  X° —X* —X+1=(x+1)(x—1)

3Xx+5 A B C
3 2 - T T 2
X =X"=X+1 x+1 x-1 (x-=1)

f(x) =

Por tanto, 3x+1=A(X—1)° + B(X+1)(x=1)+ C(x +1)
igualando coeficientes en ambos miembros, resulta

0=A+B+C

3= J2A+C esdecir, A= 1/2, B=-1/2, C=4
5=A-B+C
(X) = 3X+5 /2 1/2 2/15

x3—x2-—x+1:x+1_x—-1_(x—1)2



_ n
Derivada de una serie formal f (X) - Z a,X

La derivada es la serie formal f'(x)= Z na, x"

Por ejemplo,

o0 1 .
f(X)=1+X+X" 4= E X" :1— corresponde a la sucesion 1,1, 1,1, ...
n=0 — X

Su derivada es
Fl(x)=142x+3x> +4x> +-- an (

j 1

Asi la serie formal

X

xf'(X)=x+2x>+3x> +4x* +--- = x> nx"" an (1 ):(1 )
n=1 N —X

corresponde a la sucesion 0, 1, 2, 3,4, ...




_ n
Derivada de una serie formal f (X) - Z a,X
n=0

Aplicando el mismo razonamiento, derivar y multiplicar por x,
tendremos la serie correspondiente a la sucesion de término general n?, es decir,

0,1,4,9, ...

N 1
(xf'(x))'=1+4x+9x2+16x3-|-...:Zn2xn—1 :( X j + X
n=1

1-0%)  (1-x)°
x(xf'(x))=x +4x°4+9x7 +--- = inzx” = x(1+ x3)
0 (1-x)



Operaciones con funciones generatrices

Sean A(x) = 2ax", B(x)=Xbx" y C(x)=2Zcx"

[E—

St c,=a +b,  entonces C(x)=A(x)+ B(x)
2. S1 ¢ ,=ka, entonces  C(x) = kA(x)

3. Si ¢ =Yab, entonces C(x)=AX)B(X)
i=0
4. Si b, =a . parai>k y b,=0 parai<k, entonces  B(x)=x* A(X)

5. xA’(x) es lafuncion generatriz de coeficiente na,
x(xA’(x))’ es la funcion generatriz de coeficiente n?a_

Estas reglas permiten construir la funcidn generatriz de una sucesion cuyo término
general es de la forma p(n)

Por ejemplo, la funcion generatriz de la sucesion h, =2n? es 2x(xA’(x))’
para A(x)=1/(1 —x)



Operaciones con funciones generatrices

Teorema
. ., . y A(X)
S1 A(x) es la funcion generatriz de la sucesion (a,) entonces T_x
es la funcion generatriz de la sucesion de sumas parciales
(@p, A+ 8y, dg+ ay+ a,, ... )
1
Basta aplicar laregla 3 para B(x) = T«
Ejercicio
Calcular la suma 2-1%2+2:22+ ...+ 2-n?
., : ., _ md 2X(1+ Xx)
La funcion generatriz de la sucesion (a,) =(2n°) es A(X) = ﬁ
1-X
2
Por tanto, la suma pedida es el coeficiente de x® en f\(x) = 2()1( i 2))2
— X — X

que es 2((”_1)+4—1j+2((n—2)+4—1j:2(n+2j+2(n+1j
n-1 n-2 3 3



