Nombre y Apellidos: P
Grado: 'l:l' S

Turno (mafana/tarde):

MOMENTOS DE INERCIA. TEOREMA DE STEINER

Objetivos:

La presente practica se divide en tres apartados encaminados a conseguir los siguientes objetivos:

a) Determinacion de los momentos de inercia de diferentes cuerpos a partir de sus periodos
de oscilacion. Compararlos con los momentos de inercia tedricos y calcular el error
cometido.

b) Determinacién del momento de inercia de un cuerpo formado por una varilla y dos masas
iguales y equidistantes a partir de sus periodos de oscilacion. Comparar los resultados con
los momentos de inercia tedricos y calcular el error cometido. Representacion grafica y
ajuste lineal.

c¢) Comprobacién de la 22 Ley de Steiner. Calcular el momento de inercia de un sélido con
respecto a un eje cualquiera paralelo a otro que pase por su centro de gravedad.

Material:
e Aparato de oscilaciones por torsion. e Undisco.
e Varilla con hendiduras y dos masas e Una esfera
desplazables. e Uncilindro hueco.
e Eje de torsion. e Uncilindro macizo.
e Disco circular metalico con varios orificios e Crondmetro o Barrera fotoeléctrica con
e Plataforma para cilindros contador.

Fundamento Teorico:

Calculo del Momento de Inercia a partir de su periodo de oscilacion:

El momento de inercia es una medida de la resistencia de un cuerpo a verificar cambios en su
movimiento de rotacién. Depende de la distribucidon de masa del objeto y de su distancia al eje de

rotacion.

En la dindmica de rotacién, el momento de inercia de un cuerpo respecto al eje de rotacidn, juega
el mismo papel que la masa del cuerpo en la dindmica de traslacién o masa inercial.

El movimiento de traslacién estd provocado por una fuerza neta que actla sobre el cuerpo,
cumpliéndose:

Z F=mad (segunda ley de Newton)
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Donde m es la masa del cuerpo y d es la aceleracién del movimiento de traslacién.

En el movimiento de rotacion alrededor de un eje, el movimiento esta provocado por el momento
respecto al eje de rotacidn de las fuerzas que actian sobre el cuerpo. El momento respecto al eje
de rotacién de la fuerza o fuerzas que actuan sobre el sélido se denomina momento o torque (7).
Cumpliéndose:

la = z T (segunda ley de Newton para la dinamica de rotacion)

Donde I es el momento de inercia del sélido respecto al eje de rotacidn y « la aceleracidn angular
del movimiento de rotacidn.

Cuando se retuerce un muelle helicoidal o espiral, un cierto dngulo @, aparece un momento o par
restaurador o torque que es proporcional al dngulo @ y tiende a devolver al muelle a su posicién
inicial (signo negativo de la siguiente expresion):

T= —ko

Donde k , es la constante de proporcionalidad que se denomina constante de torsién, o
constante de restauracién angular del muelle. Si lo soltamos (si no se supera el limite elastico del
resorte) comienza a realizar pequeias oscilaciones alrededor de su posicion de equilibrio,
realizando un movimiento armadnica simple angular.

Aplicando la segunda ley de Newton para el movimiento de rotacidn:

la = —k¢
En forma de ecuacién diferencial:
d2¢ " " K " 2
=5 =—K$ >1¢" +Kp=0>¢"+5¢=0-¢"+0'p=0

Que es la ecuacion diferencial de un movimiento armdnica simple angulas de frecuencia angular o
pulsacion:

lk
©= 17

El periodo de las oscilaciones (tiempo que tarde en realizar una oscilacion completa) es:

T_ZT[_Z I
T w T K

Conociendo los valores de K (que depende del muelle) y del periodos (que mediremos en el
laboratorio) podremos calcular el momento de inercia despejando de la ecuacién anterior.
K

I=—T?
4m?



Calculo del Momento de Inercia tedrico de distintos cuerpos:

A continuacion se dan los m.d.i. de los diversos cuerpos que se van a utilizar en la practica.

Disco:

El momento de inercia de un disco en funcidon de su masa y su radio con respecto a un eje
perpendicular al disco que pasa por su centro es:

laisco = E mr

Cilindro sdlido (macizo):

El momento de inercia de un cilindro macizo uniforme de masa m y radio r con respecto a un eje
que pase por el centro de la base y sea perpendicular a ella:

1

— 2
Icil.s()lido = E mr

Cilindro hueco:
Para un cilindro hueco de masa m, radio exterior 7, y radio interior r;, el momento de inercia es:

I —lm(r2+rv2)
cil.hueco — 2 e i

Esfera:

El momento de inercia de una esfera maciza uniforme con respecto a su didmetro es:

Iesfera =cmr

vl

Como consecuencia, el momento de inercia de un cuerpo cilindrico con el mismo radio r y la
misma masa m es mayor que la de una esfera.



Calculo del Momento de Inercia de una Varilla con dos masas méviles iguales y equidistantes al

centro de la varilla:

T— 0
v

El momento de inercia de una varilla de masa M y longitud L con respecto a un eje perpendicular
y que pase por su centro es:

I, = 1Mﬁ
"7 12

El momento de inercia de cada una de las masas m es:
I = md?
siendo d la distancia de la masa al eje de rotacién.

Por tanto, el momento de inercia total de la varilla con las dos masas vendra dado por la suma de
los momentos de inercia individuales:

I, = iML2+2(de)
£7 12
22 Teorema de Steiner o teorema de los ejes paralelos:

De acuerdo con el teorema de los ejes paralelos o 22 teorema de Steiner, el momento de inercia
de un sélido con respecto a un eje cualquiera paralelo a otro que pase por su centro de gravedad

viene dado por:

I=1Iy+md? d

Ddnde:

lo es el m.d.i. del sélido con respecto a un eje que pase por su c.d.g.

m la masa total del sélido

d la distancia entre los dos ejes paralelos.

Por lo tanto, consiste en dos partes, una |0 qgue es el m.d.i. con respecto a un eje paralelo al eje

de rotacién y que pase por su c.d.g y una 22 expresién md? que representa el m.d.i. del sélido
concentrada toda su masa en su c.d.g. con respecto al eje de rotacion.



Montaje y realizacion de la practica:

Parte 1: Calculo del Momento de Inercia de distintos cuerpos.

El montaje se realiza segun las fotografias adjuntas. Para medir los m.d.i. de los diversos
cuerpos, se fija el cuerpo a medir por su centro de gravedad al eje de rotacion.

Se montardn los diferentes cuerpos en el eje de rotacion: el disco de madera, el cilindro hueco,
el cilindro macizo y la esfera.

Para medir los periodos de oscilacion de los diferentes cuerpos se utiliza una barrera fotoeléctrica
con contador o en su defecto un cronémetro. En el caso de utilizar cronémetro, para una
medida mas exacta se tomaran los tiempos transcurrido después de realizar 10 oscilaciones
completas, es decir, ida y vuelta y al tiempo total se dividird entre el niumero de oscilaciones
tomadas, en nuestro caso 10.

Una vez medido el periodo de oscilacion T, se calcula el momento de inercia de cada uno de los
cuerpos de forma experimental: para ello sustituiremos los periodos de oscilacién obtenidos en la
ecuacion:

TZ

= —
412

Siendo:

I es el momento de inercia

T el periodo de oscilacion

K es la constante de restauracion del muelle

Con los periodos medidos y los datos que se indican a continuacién completar la Tabla |

Datos:

Constante de restauracion angular del muelle: K = 0,028Nm/rad.

Disco de Madera: Masa=0,393kg, diametro=0,22m.

Cilindro macizo: Masa=0,386kg, dicmetro=0,090m.

Cilindro Hueco: Masa=0,414kg, didmetro exterior=0,090m, diadmetro interior=0,086m.
Esfera: Masa=1,1900kg, didmetro=0,146m.

Nota: obsérvese que para colocar el cilindro hueco y el cilindro macizo se ha colocado una
base como soporte. Esta base debera tenerse en cuenta a la hora de calcular los m.d.i.



Parte 2: Calculo del Momento de Inercia de una Varilla con dos masas mdviles iguales y

equidistantes.

Tal y como se observa en la imagen, se monta en el eje de giro la varilla con las dos masas mdviles
fijdndolas simétricamente.

Inicialmente se colocan las masas lo mas separadas posible, se anota la distancia que hay desde el
centro de gravedad de la masa colocada al eje de giro y se medira el periodo de oscilacién (en
este caso con 5 oscilaciones bastard, por lo tanto en este caso al tiempo total se dividird entre 5).

Se repetira este proceso hasta tener un total de 6 mediciones, acercando cada vez un poco las
masas.

Estos resultados se colocaran en la tabla Il.

Datos:

Masa de la varilla M=0,136 Kg;

Masa de cada masa mévil es m=0,260 Kg

Longitud total de la varilla es: L=0,620 m. La varilla tiene hendiduras cada 0,05m

A continuacidn se realizara la Representacion Grafica de los resultados obtenidos y se realizara el
ajuste de la funcién.

I = = MI?+2(md?) —) y=b+ax
Completa:
y=li
b=
a=
x=d?



Nombre y Apellidos:
Grado:

Turno (mafana/tarde):

Representacidn grafica: se representara los diferentes momentos de inercia (los experimentales)

de la varilla con las dos masas (ordenadas, eje y) en funcién de la posicién de estas al cuadrado

con respecto al eje de rotacion (abscisas, eje x). La representacién se podra realizar en papel

milimetrado o en hoja de Excel (siempre indicando
unidades, escalas, etc.)

nombre de los ejes, titulo del gréfico,

Ajuste lineal: Para la realizacién del ajuste se va a utilizar el programa Excel. Para ello se deberdn

copiar las columnas x = d> e y= |; (es importante el orden). A continuacién selecciona los datos,

insertar—> grafico—> dispersién—> dispersién solo con marcadores—> intro—> pinchar sobre uno de

los puntos—> botdén derecho—> agregar linea de tendencia-> marcar: lineal/mostrar ecuaciéon

/mostrar R?

NOTA: Es importante la presentacion del grdfico junto con
la tabla de datos representados. El grafico debe presentar
titulo, escala y nombre de los ejes.

Para que Excel nos dé el error de los parametros ajustados
debemos utilizar la funcién “ESTIMACION.LINEAL”. Esta
funcién es matricial, por lo que antes de escribir la funcidn
debemos seleccionar 4 celdas, para que nos escriba en ella
los 4 resultados: pendiente, error de la pendiente, término
independiente y su error.

Seleccionamos 4 celdas (o 6) - damos a F(x) vy

“ o n

seleccionamos “ESTIMACION LINEAL”->marcas la “y” ,
marcas la “x”, asignas “verdadero” a los otros dos
parametros —aprietas simultdneamente

CONTROL+MAYUSCULAS+INTRO

A partir de la pendiente de la recta de regresidon

determinamos el valor de la masa mévil (despejando de la

L

| experimental

0020165159 M

~| ESTIMACION.LINEAL

=

Wi @ bw

Conocido_)
Conodido_x
Constants |1

Estadistica |1

Insestar funcidn

=l
|
.i Bumene s funcidng
1

O selerrionar ura gategoni: | Lisadaa recientementr

| seleccienar una fimadn:

AEDONDEAR
5 IMRALZZ
9 PAOMEDTD)
CONTAR

Al
DESVEST |

ESTIMACION.LINEAL [sonocidu_yonuaide_soenstanleesladistica)
Devueive estadisticas que describen una tendenca Inesl que condde con puntos |

e daton wouudis,

nuadrados.

Aceptar

o & mtor de k

Carcriar

s -

| -

ESiERS
D59:D64
F| = VERDADERO

F&:| = VERDADERO

{0,0435519674568904;0,036645795...
10,0784;0,0676;0,0575;0,0484;0,04,0,

= {0,514026223450782\0,00 1841488248

Devuelve estadisticas que describen una tendendia lineal que coindde con puntos de datos conocidos, mediante una
linea recta usando &l métoda de los minimos cuadrados.

Estadistica es un valor lgico: para que devuelva estadisticas de regresién adicionales =
VERDADERG; para que devuchva coeficentes m y la constante b = FALSO u

omitida,

Resultado de la férmula = 0,514026228

pendiente) y el m.d.i de |a Vari”a Avuds sobre ests fincién Cancelar
(despejando de la ordenada en el
origen), con los valores obtenidos 2 bmd texperimenta Momento de Inercia de una Varilla
. 0,0784 0,043551967
del ajuste de la recta 20676 0036645756 2% S
0,0576 0,029611048 0,04
compararemos los resultados con 004t 0 02sasaics oz e
2 0,04 0,022376598 Cne P
los valores tedricos. - Doa0t55158 oo o y=OsIETO01s
o015 R®=0,9757
0,0
0,005
a T T T T 1
0 0,0 0,04 4ap 0,06 0,08 0,1
a= 0,514026228 0,001841488 =b
error de a= 0,040542384 0,002283032 =errorde b




Parte 3: Teorema de Steiner o teorema de los ejes paralelos.

Por ultimo, se comprobara el teorema de los ejes paralelos o 22 teorema de Steiner.

Para ello montaremos la practica como se indica en las fotografias adjuntas.

La primera medida se realizara ajustando el disco al eje de rotaciéon por su orificio central,
obteniendo asi el Momento de Inercia respecto a un eje que pasa por su centro de gravedad, /o.
Como en los casos anteriores mediremos su periodo de oscilacion y anotaremos el resultado
obtenido, con este periodo calcularemos el Momento de inercia y lo compararemos con el
momento de inercia tedrico.

A continuacion iremos cambiado el eje de rotacién desplazandolo respecto al centro de gravedad
una distancia d. Para ello iremos colocando el disco metalico fijdndolo en los distintos orificios y
realizaremos los mismos célculos que anteriormente.

Los datos y resultados obtenidos los anotaremos en la Tabla Ill.

Datos: Masa del disco azul=0,450 kg;
Digdmetro=0,320m

0JO “d” representa DISTANCIAS entre ejes no diadmetro.

A continuacidn se realizara la Representacidn Grafica de los resultados obtenidos y se realizard el
ajuste de la funcion.

| =1, +md’ —) y=btax
Completa:

y=I

a=

b=

x=d?

Representacion grafica: se representara el momento de inercia del disco en funcidon de la
distancia de su eje de rotacidén al centro de gravedad. Se representara el momento de inercia
experimental obtenido en el eje de ordenadas y el cuadrado de la distancia entre el eje de
rotacion y otro eje paralelo que pase por su centro de gravedad en el eje de abscisas



Ajuste lineal: Para la realizacidn del ajuste se va a utilizar el programa Excel. Para ello se deberan
copiar las columnas x = d? e y= I (es importante el orden). A continuacidn se seleccionar los datos,
insertar—> grafico—> dispersién—> dispersién solo con marcadores—> intro—> pinchar sobre uno de
los puntos—> botén derecho—> agregar linea de tendencia-> marcar: lineal/mostrar ecuaciéon
/mostrar R?

NOTA: Es importante la presentacion del grafico junto con la tabla de datos representados. El
grafico debe presentar titulo, escala y nombre de los ejes.

Para el calculo del error de los pardmetros ajustados se debe utilizar la funcidn
“ESTIMACION.LINEAL”. Esta funcidn es matricial, por lo que antes de escribir la funcién se debe
seleccionar 4 celdas, para obtener los 4 resultados: pendiente, error de la pendiente, término
independiente y su error.

Seleccionar 4 celdas —> dar a F(x) y seleccionar “ESTIMACION LINEAL”-> marcar la “y”, marcar la

x”, asignar “verdadero” a los otros dos parametros -—>apretar simultdneamente
CONTROL+MAYUSCULAS+INTRO

A partir de la pendiente de la recta de regresién determinamos el valor de la masa del disco y de
la ordenada en el origen el m.d.i del disco respecto un eje que pase por su centro de gravedad,

compararemos los resultados con los valores tedricos.



Nombre y Apellidos:

Grado:

Turno (mafiana/tarde):

MOMENTOS DE INERCIA. TEOREMA DE STEINER

Tabla |
Disco
I tedrico MASA (kg) R [metros) I teorico (kgm2) I experimental Periodo (s) lexperimental (kgm2) e absoluto e relativo
1 2
I,=—MR? =X -
2 4T
Cilindre macizo:
1 tedrico MASA (kg) R (metros) | teorico (kgm2) | experimental Periodo (s) lexperimental (kgm2) @ absoluto e relativo
Teilindrosbase™ leilindrosbase=
1 2 T
I, = EMR I= 5K Thase= Ihase™
leitindro=
Cilindro hueco:
1 tedrico MASA (kg) Ra(m) / Ri(m) | teorico (kgm2) |1 experimental Periodo (s) lexperimental (kgm2) @ absoluto e relativo
Teilindrosbase™ Lcilingrosbase=
T:
l b 1| I= 4,’?: = =
‘II'. - ;m&(r"’ _:,r; ) Thase= Ibase™
Lcilindro=
Esfera
1 tedrico MASA [kg) R({metros) 1 teorico (kgm2) I experimental Periodo (s) lexperimental {(kgm2) e absoluto e relativo
2 T
I, =—MR 2 I=—K
5 4




Nombre y Apellidos:

Grado:

Turno (mafiana/tarde):

Tabla ll:

Momento de inercia de la varilla (poner formula y datos) =

MOMENTOS DE INERCIA. TEOREMA DE STEINER

d(m) M (kg) (varilla) m (kg) (cuerpo) L{m) I teorico K Periodo (T) 1| experimental Error  absoluto | Error relativo
M.I de la varilla M.1 de las masas M.I TOTAL
Dato Dato Dato L_ .2md2 1 3 1 Dato Medido en el experimento I =LK %
12 =M +md yys:
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Nombre y Apellidos:
Grado:

Turno (mafiana/tarde):

MOMENTOS DE INERCIA. TEOREMA DE STEINER

Tabla Il

M.d.I del disco (lo) (poner formula y datos):

Cte.de
d (metros) m (kg) Itedrico (disco) md? | (teorema de Steiner) | restauracion del Periodo (T) | experimental Error absoluto Error relativo
Muelle (K)
: : : e 2 "
Variando en el experimento Masa del disco = [Cl +md K I=—_K El error absoluto en %
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