Geometria Proyectiva

Fernando Meseguer Garrido

El presente documento es una recopilacidn de los apuntes que utilizo para explicar el Tema 1:
Fundamentos Proyectivos de la asignatura de Expresion Grafica de la ETSIAE. Es un trabajo
incompleto, y por lo tanto susceptible de mejora, no pretende sustituir a los apuntes tomados
en clase, sino complementarlos. Este material esta basado en el trabajo conjunto de todos los
profesores de la catedra de Expresién Grafica, asi como diversa bibliografia, y estd sujeto a una
licencia CC-BY-NC-SA (se puede distribuir este trabajo siempre que no sea con fines comerciales,
se cite su fuente original, y no se cambie el tipo de licencia utilizada). En el documento se hace
referencia al cuadernillo de problemas de geometria proyectiva, y en ocasiones hay enlaces a
mi canal de GeoGebra. Las explicaciones relativas a este documento pueden verse en esta lista
de reproduccién en YouTube. Un agregado de recursos y soluciones online puede verse aqui. La
herramienta GeoGebra se ha usado para la generacion de las figuras y recursos interactivos de
este documento, y puede servir al usuario para estudiar o resolver ejercicios. Una guia rapida
sobre como manejar la herramienta puede encontrarse aqui.



https://www.etsiae.upm.es/fileadmin/documentos/Estudios/Estudios_Oficiales_de_Grado/GIA/Guias_de_Aprendizaje/GAUSS/GA_14IA_145002004_2S_2017-18.pdf
https://www.etsiae.upm.es/fileadmin/documentos/Estudios/Estudios_Oficiales_de_Grado/GIA/Guias_de_Aprendizaje/GAUSS/GA_14IA_145002004_2S_2017-18.pdf
https://moodle.upm.es/titulaciones/oficiales/pluginfile.php/9356621/mod_resource/content/1/EG-2021-Presentacion.pdf
https://blogs.upm.es/dibgeogeb/wp-content/uploads/sites/251/2019/02/EG-1819-GP-Cuaderno-de-Pr%C3%A1cticas-con-algunas-soluciones.pdf
https://www.geogebra.org/u/fernando.meseguergarrido#materials/created
https://www.youtube.com/playlist?list=PLhX8Ha58HyV_zBTfwe5LthzN2j00QogD_
https://upm365.sharepoint.com/:b:/s/EG-4M2M9/EZsFlMMAds1DosDuTzJeGGkBStZ0NAmHtFZgL8CFJGQeEA?e=NaiVzX
https://blogs.upm.es/dibgeogeb/wp-content/uploads/sites/251/2023/04/Guion-basico-del-uso-de-GeoGebra-con-ejercicio.pdf

Introduccién a la Geometria Proyectiva e vounee

e Nomenclatura:
e Espacios geométricos - dimensidn
e Elementos geométricos
e Formas geométricas — Categoria
e Transformacién proyectiva:
o Postulados:

= Unicidad
= Pertenencia
= QOrden

o Operaciones:
= Proyeccion
= Seccidn
o Ley de dualidad
e Ternas (razén simple)
e Cuaternas (razon doble)

Geometria métrica 2 medida
Bisectriz, Mediatriz, Radio
Geometria proyectiva = posicidn, pertenencia

Posicidn relativa, independiente de la medida
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https://youtu.be/LoVKqN-rELM

“"L‘J

Geometria Clasica o Euclidea:

Quinto postulado- Por un punto exterior a una recta dada sdélo cabe

trazar una paralela. \\‘\

Se sustituye por, en el plano:

o Dos puntos definen una recta.

o Todo par de rectas se cortan en un punto (cuando dos rectas son
paralelas decimos que se cortan en un punto del infinito conocido
como punto impropio).

Recta impropia P

Sq

Cada punto impropio define una
direccion en el plano, sin importar
el sentido. Se llega igualmente a
P1w por la izquierda o por la
derecha.

Estamos hablando de “en el plano, puntos, rectas”, équé quiere decir todo
esto? Para ello se procede a establecer unas definiciones formales. Si ya
las conoce, pase a la transformacion proyectiva.

Espacios Geométricos

1. Espacio unidimensional

2. Espacio bidimensional Dimensién: n2 de datos
3. Espacio tridimensional necesarios para definir
4 un individuo oo!, 002 oo3,

R3

N



https://es.wikipedia.org/wiki/Quinto_postulado_de_Euclides#Enunciado

Elementos Geomeétricos

No tienen ni magnitud, ni tamafio, ni forma;

X m
Punto (P) Plano (m)
(NOMENCLATURA)
Puntos: GDL (Grados de libertad)
Espacio 1d
54 P
| ¢ >~ GDL=1PE€r ool
P
Espacio 2d
Yp
GDL=2P € a 0?
o
Xp
)
Espacio 3d

GDL=3P €& 03

Rectas:
\‘(]
En el plano
GDL=2
y=ax+b
En el espacio
GDL=2+2=4
Planos:
En el espacio Direccién normal 2
+distancia al origen 1=

GDL=3
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Formas geométricas

Categoria = N = N2 de parametros necesarios para definir un elemento
dentro de la forma

- Formas de 12 categoria (N=1)

P
a
as/ bl e
Serie rectilinea Haz de rectas
Conjunto de: puntos (A, B, C, ...) rectas (a, b, c, ...)
Base: recta (r) punto (P)
Per ool reP ool

Espacio unidimensional En el plano

Haz de planos

Conjunto de: planos (a, B3, ...)
Base: recta (r)
MEr ool

En el espacio 3D
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- Formas de 22 categoria (N=2)

Plano punteado Plano reglado
Conjunto de: puntos (A, B, ...) rectas (ry, r, ...)
Base: plano mt plano Tt

PeEm oo? rem oo?

Espacio bidimensional

En 3D: |

Radiacion de rectas Radiacion de planos
Conjunto de: rectas (rsy, ra, ...) planos (14, Ty, ...)
Base: punto (P) punto (P)

repP oo? TEP o0?
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- Formas de 32 categoria (N=3)

Espacio de puntos Espacio de planos

Conjunto de: puntos (A, B, ...) Planos (14, Ty, ...)
Base: espacio 3D espacio 3D
PeR3 003 meR3 o3

Espacio tridimensional

éPor qué no rectas? N2 grados de libertad en el espacio (4)

Postulados iniciales: (no contar-> formalizacién en el espacio)

-2 elementos no coincidentes en el espacio (forma 32 categoria) definen
una forma de 12 categoria

-3 elementos no coincidentes forman una forma de 22 categoria

-1 elemento y una forma de primera categoria no pertenecientes definen
una forma de 22 categoria

punto + recta => plano
plano + recta => punto

En el plano, puntos y rectas son elementos, y bases de formas de primera
categoria.
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Transformacion proyectiva A e

Postulados de la transformacién proyectiva:

-Unicidad

La transformacién proyectiva es

biunivoca (ejemplo que no cumple, la inversion,
donde el centro es homdlogo de todos los puntos impropios)

-Pertenencia

. — entonces , ,
SirAryAeEr—— A Er

-Orden

X
\fm\
A

~

I

A

La transformada de una serie rectilinea cerrada por el infinito mantiene el

orden (piensa en la recta como una circunferencia de radio infinito).

Operaciones proyectivas

Proyeccion
Proyectando la

serie rectilinea de
base r desde el

eBase, P | punto P ->Haz
eSerie . ilinea

° PuntoF,

eHaz a ¢

Seccidn

° Basep
® Hazrectas
eRecta

.Ser'erectilinea

Seccionando el
haz de base P

conlarectar->
serie rectilinea

En el plano, series rectilineas y haces de rectas. En el espacio series

rectilineas y haces de planos.

e
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https://youtu.be/LFMkLKoyKbA

Ley de Dualidad

-En el plano

Toda proposicién de la geometria proyectiva en el plano sigue siendo
cierta si se sustituye

Recta -> Punto Punto-> Recta
Proyeccién-> Seccidn Seccién->Proyeccién

Y viceversa

Lo unico que requiere es tener cuidado con el lenguaje
Dos rectas que se cortan en un punto <-> Dos puntos que definen una recta

O emplear dos rectas pertenecen a un punto <-> dos puntos pertenecen a una recta.

==Dos elementos definen una forma de primera categoria

Un punto “pertenece” a dos rectas <-> una recta “pertenece” a dos puntos

-En el espacio

Lo mismo, pero con planos y puntos

Ternas y cuaternas

5 G si  r(ABCX) A r'(A'BCX)
entonces (ABCX) = (A'B'CX’)

(ACX) _ (A'c’X")
(BCX)  (B'C’X")

A es decir

. AC/AX A'C’'/A’X'
es deCif =— = ——
BC/BX B,C,/B,X,

A continuacion definiremos ambos conceptos.
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Razon simple (Teorema de Tales) o vouruse

" Se define la terna de puntos (XAB) como:
1 - X <A
t XA m
A B - (XAB)=:=_=}\
XB n
n - s .
X m l A se denomina la razdn simple entre los
— . B tres puntos.

XA es una medida, con sentido, medidas con sentidos distintos tienen
signo opuesto

XA - Negativo

m -
r-—- X

XB - Positivo

Punto medio A = —1

A = X = B

XA
A= fx) = (XAB) = —

O
.
......

........
Sea,

Teorema de Tales para calculo grafico de ternas

~

a a
b b’
a b C
a b ¢
a a'
c

C a
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https://www.youtube.com/watch?v=LFMkLKoyKbA&t=1800s

Manipulacién ternas:

X A B
l /
/ m 7 n-m 7
/ /
/ n 7
(XAB)—m—m—}\ (XBA) XB_n_1
X8 n XA m A
(BAX)—BA—_(n_m)—l A (BXA) BX__ -n _ 1
T BX -n BA —(n—-m) 1-2A
(AXB)—_— —m _ A (ABX)—E—n_m— 1
_E_n—m_}\—l _ﬁ_ -m

(XAB) (XBA) = 1
(XAB) + (BAX) =1

Determinacion Grafica de Ternas ceavourue

XA
(XAB) = = =3
éB?
1 1
(BXA)——}\:mz——z

0, mas sencillo:

/ P

o
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https://www.youtube.com/watch?v=LFMkLKoyKbA&t=3666s

Otra manera de pensar en la resolucidén de estos problemas es pensar en que construir
una terna dada siempre es trivial si los tres puntos se pueden situar libremente. Por
ejemplo, tdmese el ejercicio:

YA 3 A 2
(XAB) = = =3 + +
XB 2
La dificultad estd en que A y B son conocidos. Es trivial, sin embargo, construir
IATDIN XA _ E 1 2 3

si podemos colocar primero X’.

Para poder hacer Tales, ahora sélo es
necesario colocar la nueva terna prima
de forma que una de las letras
conocidas coincida, o bien A=A’ o bien
B=B’. Por ejemplo:

Y trazando la entre Ay A’, y una
por X’ se puede determinar el
punto X.

1I>

Y, como puede verse, da lo mismo resolver con A=A’y la entre By B’ paralelaala
recta entre Xy X'.

)(x

GP11



Terna de rectas

Se define la razon simple como el cociente entre los senos de los angulos:

sin(xa) sina
(xab) = — = — =
. sin(xb) sinf
B
o
h c,
X a
b
a
Repaso de la funcién seno:
. cateto opuesto Co . . .
sind = —mm = — sin 0 = 0, funcién impar

hipotenusa h

Pregunta, ées (XAB) = (xab) cuando r(XAB) A V(xab)?

_ AA" BB’
sinat = —; sinf} = —
\" VB

sinac  AA’VB AA’'VB

(xab) = —— = — — = ——
sinB VABB' BB'VA

BB’ XB Y X5

= (XAB), con lo que:

(xab) = (XAB) ot — (XAB) = (xab) o
Xa _( )V—A ( )_Xa W

En general proyectividad no implica conservacion de la razon simple. éCuando si
sucede? Cuando VA = VB
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Decir que el tridngulo es isdsceles no aporta nada (sélo valdria para rayos
en concreto). Sin embargo, sia || b, V=V

a b X

VOO
% = (xab) = (X'A'B")

Es decir, cuando se proyecta desde un vértice impropio, o se secciona un haz de vértice
impropio, la proyectividad resultante conserva la razén simple: hemos redescubierto el
Teorema de Tales.

NN

Y también porqué el punto medio de un segmento, proyectado desde un vértice no
impropio, no queda en el punto medio del segmento proyectado.

Por eso era necesario hacer coincidir una pareja de puntos al determinar las ternas, si
no es imposible asegurar que los rayos sean paralelos, el vértice impropio, y se conserve
la razén simple.
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RAZON DOBLE cvouruse

e Cuaternas
e Invariante Proyectivo
e Determinacion grafica de cuaternas
e Cuaterna Armonica
e Cuadrilatero y Cuadrivértice completos
e Polar de un punto respecto a dos rectas
e Formas proyectivas de primera categoria
o Perspectividad A
= Series perspectivas
e Centro perspectivo
= Dual: haces perspectivos
e Eje perspectivo

Repaso de ternas

CAB) = ( b)—A
( )_ ca _B

Vértice impropio -> conservacidn de la razén simple
1

Cuaternas

Es una razén de razones

<N

(XAB) XA/XB _XAYB _

4
(XYAB) = ==l ==y
v (YAB) YA/YB XBYA

(xab)
(yab)

Igualmente, (xyab) =
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https://youtu.be/h6x7NtRTyho?t=780

Es decir: m (\v
Y Y ARD
(XYAB) = (ABXY) = (BAYX) = (YXBA)

Ademads: (XYAB) + (XABY) =1

Invariante proyectivo

Sabemos que:

VA
(XAB) = (Xab):B

A
(YAB) = (yab) =

A
(xab)==  (xab)

VA (vab
(yab) =1§ (yab)

(XYAB) =

= (xyab)

(XYAB) = (xyab) = (X'Y'A’B")

La razdn doble es un invariante proyectivo, se puede seccionar y proyectar
cualquier numero de veces y se conserva.

Sélo hay relacién directa (perspectiva A) si existe elemento doble (el
elemento comun a ambas bases es homdlogo de si mismo).
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Determinacion Grafica de Cuaternas c.vourue

Si se hace una proyeccion auxiliar en la que el segundo elemento esté en el
infinito, los tres puntos restantes tienen una razén simple igual a la doble,
dado que (Y, AB) = 1. Ademas, si se coloca un elemento doble, tenemos

una relacidon perspectiva (A), y tenemos un vértice que relaciona ambas

series.
(XY, AB) = (XAB) _ (XAB)
O T (YoAB)
(XYAB) = 3/20¢ Y',, —— (XA'B) =2 =22

1-Serie sobre r', con B'=B

2- Terna (X'A'B")=3/2, Y'en el ©
3- Rectas a, y, que contienena Ay A', y a Y e Y' respectivamente
4-Determinan el Vértice V (pertenecen al haz de vértice \V
5- Elrayo x contienea X'y a X

6- X el la seccion del rayo x con la recta base r

Figura con enlace a GeoGebra

1-Serie sobre r', con A'=A

2- Terna (X'A'B")=3/2, Y' en el
3- Rectas b, y, que contienena By B', y a Y e Y' respectivamente
4-Determinan el Vértice V (pertenecen 1az de vértice \

5- El rayo x contienea X'y a X

_Q_—‘X el la seccion del rayo x con la recta base r
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https://www.geogebra.org/m/ujfryqzs
https://www.geogebra.org/m/ujfryqzs
https://youtu.be/h6x7NtRTyho?t=2621

Cuaterna Armodnica

(XYAB) = —1 Las dos razones son iguales, pero una de ellas es negativa.

También se denominan pares separados armoénicamente, o puntos en
separacion armonica.

y
Construccion: b
X" impropio X',

% X'

Bl

¢Qué pasa si los rayos x e y son perpendiculares? Que son bisectriz de los
rayosay b.

xhy X
b cualquiera
rhy->Xe
XOO
#—
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https://www.geogebra.org/m/ujfryqzs

Cuadrilatero y Cuadrivértice completo

4 vértices (A, B, C, D)
BL4+1=6 lados (11, I2, I3, I, s, l6)

3 puntOS D|ag0ﬂa|es (elementos comunes a lados

que no comparten vértice)

(D3, D2, D3)

3 Diagonales

Propiedades armdnicas

(ABCD) = (A'B'C'D") pr. desde V,

(ABCD) = (BACD) =

(ABCD) ~ !

(BACD) = (A'B'C'D") pr. desde V,
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Dos lados de un cuadrivértice separan armdénicamente a las diagonales
gue concurren en el punto diagonal que determinan.

El dual es el cuadrilatero completo.

4 lados (a, b, c, d)
6 vértices (V1 a V6)

3 diagonales

(elementos comunes a vértices

que no comparten lado)

3 Puntos diagonales

V

1 a v

Para construir una cuaterna armonica construyo un cuadrivértice/
cuadrilatero Completo. (en vouTube)

(XX'AB) = —1 éX’?

Figura con enlace a GeoGebra

Falta punto interior Falta punto exterior
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https://www.geogebra.org/m/dkrwtwrc
https://www.geogebra.org/m/dkrwtwrc
https://youtu.be/eTntonZFBt8?t=2761

Polar de un punto con respecto a dos rectas

En un cuadrivértice
completo, cualquier
recta trazada desde un
punto diagonal, secciona
a los otros dos lados y a
la diagonal opuesta en
puntos separados
armoénicamente con
dicho punto diagonal.
Por ello se denomina a la
diagonal opuesta a un
punto diagonal la polar
de ese punto respecto a
las dos rectas.

Formas Proyectivas de primera categoria

Transformacion

r(ABCX) Ar'(A’B'CX)

Se puede sacar con valores numéricos de cuaternas, muy poco efectivo.
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Perspectividad c:vouruee

Series perspectivas

Dos series no superpuestas son
perspectivas cuando hay una relacién
proyectiva entre ambas, y ademads
hay un elemento que coincide con su
homologo (A=A").

(el elemento comun es homdlogo de
si mismo)

Esto es equivalente a que las dos
series sean secciones del mismo haz.

El vértice de dicho haz se denomina

Esto permite utilizar ese haz para determinar elementos homadlogos.

Los homoélogos de los puntos impropios (Li-y L'2) se denominan puntos
limites (L'1y L2)
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https://youtu.be/eTntonZFBt8?t=4058

Dualidad en el plano: Haces perspectivos envourse
V

Punto->recta

Recta->punto

@

Vl

Dos haces son perspectivos cuando hay una relacién proyectiva entre
ambas, y una recta que coincide con su homadloga (a=a’).

Es equivalente a decir que ambos haces son proyeccion de una misma serie
rectilinea.

Esa serie es el eje perspectivo

El concepto de elemento limite no tiene sentido (dado que no hay recta
impropia que pase por un punto propio).

Notas finales:

-La perspectividad es una proyectividad con una condicién adicional, es mas
restrictivo. Es importante familiarizarse con la nomenclatura.

-Los sistemas de proyeccidn conica se basan en relaciones perspectivas.

-Si en el caso de dos series perspectivas el centro perspectivo es impropio,
se recupera una proyeccion cilindrica, se conserva la razén simple-> Tales.

Conica Cilindrica
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https://youtu.be/eTntonZFBt8?t=4684

Formas Proyectivas de primera categoria e:voume

e Repaso determinacion de cuaternas
o Cuaternas en haces
e Perspectividad A
o Determinacion de rayos b
e Proyectividad A
o Series Proyectivas
= Eje proyectivo
= Homologos del punto de corte
= Puntos limites
o Dual: haces proyectivos
= Centro proyectivo
= Homdlogos del rayo comun
e Series semejantes
e Haces congruentes
e Formas superpuestas
o Elementos dobles
e Formas en involucién

Repaso determinacion de cuaternas

GP4, GP6, GP7, GP13

Ejemplo de cuaterna en haces:

(acd) _ (ACD) __ E 3

(abcd) = —g éd?-> (abcd) =

(bcd)  (BoCD) _AD 5

Dados a, b, ¢
Recta paralela a uno de los rayos

Punto D—rayo d

Figura con enlace a GeoGebra
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https://www.geogebra.org/m/a4pzrgtm
https://youtu.be/WfL1lyl9RxA

Series y haces, centro y eje perspectivo, puntos limite.

GP14- Haces perspectivos: rayos ortogonales a sus homologos, rayos
ortogonales con homélogos ortogonales.

a,beV a'b'eV Vi

abeV a'b'eV



P royeCtiVid a d /_\ (en YouTube)

Perspectividad desplazada, el elemento comun no es homadlogo de si
mismo:

sAs”

Soluciones:

1- Traslacién para hacerla perspectiva (la traslaciéon es una proyecciéon
de vértice impropio y seccidn con recta paralela)

X' Poco practico
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https://youtu.be/eTntonZFBt8?t=5386

2- Proyectar las series desde dos vértices de forma que sean haces
perspectivos

Construccidon dependiente de
la posicidn de los vértices.

3- Lo mismo, usando un punto de la serie y su homdlogo como vértice:
Eje proyectivo e, -> independiente del punto elegido

—
A=V / X'

de una proyectividad entre dos series: lugar geométrico
de los puntos donde se cortan los rayos cruzados (ab’ y ba’) entre cualquier
pareja de pares homologos (A-A’ y B-B’).

VA,B ab"=ANnB’; ba’ =BnA’"; =ab'Nnhba - €
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Las series perspectivas estan relacionadas por un centro perspectivo, las
series proyectivas por un eje proyectivo.

Los Homélogos del punto de corte (N=M’) de las series son los puntos de
corte del eje proyectivo con las series (N' = e.Ns'y M = e.Ns).

C

Figura con enlace a GeoGebra

Problema dual: Haces proyectivos envosme

Series en rayos homologos-> Centro proyectivo

Figura con enlace a GeoGebra

de una proyectividad entre dos
haces: interseccién de las rectas (ab) que unen puntos
donde se cortan los rayos cruzados (AB'=anb’ vy
BA’=bna’) entre cualquier pareja de pares homodlogos
(a-a’ y b-b’).
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https://ggbm.at/MmWUcWm9
https://ggbm.at/xcnYsR7f
https://youtu.be/WfL1lyl9RxA?t=870
https://ggbm.at/xcnYsR7f

Homologos de la recta comun (tangentes de la conica proyectiva)

Datos:

Una pareja de

elementos

homologos a-a'

V' v n il vV
Dar el centro proyectivo equivale =0
a dar las parejas de rayos X a
homdlogos m-m’ y n-n’. '
ex? a A x
ax
Figuras con enlace a GeoGebra
1-XA'
2- ax
AX'
3-AX'
4-x'

Definiciones:
-Series semejantes (conservacion razén simple)

-Haces congruentes (traslacidn, rotacion, reflexion)

A Mo
Bu -'—-—._.__*
SAS
Recordatorio:
A A
Perspectividad| Proyectividad
_ Bases rectas
>< Series ©
Elementos Puntos
® Bases Puntos
Haces ElementosN rectas
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https://ggbm.at/xcnYsR7f
https://ggbm.at/xcnYsR7f

Formas Superpuestas e voumee

e (Calculo de homdlogos
e Tipo
o Proyectividad eliptica
o Proyectividad parabdlica
o Proyectividad hiperbdlica
e Orden
o Series Acordes y Discordes
e (Cdlculo de un punto doble dado el otro
e Potencia de una proyectividad
e Invariante absoluto de la proyectividad hiperbdlica
e Isotomia de puntos dobles y limites
e Involucién
e Formas proyectivas de 22 orden

O Uso para el calculo de puntos dobles

Formas superpuestas

La mayor parte de las cosas se resuelven simplemente haciendo una
forma auxiliar separada:

Paralelas

U
Puntos limite
inmediatos

Los homologos del punto de corte de las bases son los puntos de corte del eje
proyectivo con las bases. En bases paralelas, el punto de corte es impropio,
ergo los puntos limite son, en este caso, el corte del eje proyectivo con las bases

No obstante, hay una caracteristica propia de las formas
superpuestas: los puntos dobles. ¢ Cuantos existen?
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https://youtu.be/WfL1lyl9RxA?t=2369

Tipo de proyectividad en series superpuestas

(ABXY) = (A'B'X'Y")
3 puntos dobles:
(D;D;D3Y) = (D;D,D3Y")
(D,D;Y) _ (D;D5Y")
(D2D3Y)  (D,D;Y)
D,D;/D;Y D;D3/D;Y’
D,D;/D,Y D,D;/D,Y’
D,Y D,Y
D,Y D,Y
Si hay mas de 2, la proyectividad es una Identidad
2 puntos dobles:
o Proyectividad hiperboélica
1 punto doble:
o Proyectividad parabdlica
0 puntos dobles:
o Proyectividad eliptica

Y=Y

Si hay al menos un punto doble, se pueden tratar como perspectividad

es:

Figuras con enlace a GeoGebra
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https://ggbm.at/q6y9svh7
https://ggbm.at/extec6e2

Series acordes y discordes

Acorde Discorde

Intuitivamente, hace referencia a si ambas series tienen el mismo
sentido, o el opuesto.

Las discordes son necesariamente hiperbolicas
Las series acordes pueden ser de cualquier tipo.

Series discordes:
/-> Figuras con enlace a GeoGebra

A

D

Los puntos dobles separan (no arménicamente) puntos homadlogos.
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https://www.geogebra.org/m/y3y8npjp

Series acordes
Eliptica

Figuras con enlace a GeoGebra

Hiperbdlica

Un punto “adelanta” al
otro, le tiene que volver a adelantar.

Si existen puntos dobles, no separan puntos homologos.
B

Bl

A

D

1
Calculo de un punto doble dado el otro envourue

Se trata con una perspectividad intermedia GP27

A' B'

| ]
|
|
| |
]
»
]
| |
| ]
|

D

O bien se proyecta desde dos vértices (Vy

2 puntos dobles
Problema de 22 orden

Hacen falta + herramientas

L]
L ]
| |

W=

FD'1+B A

con el punto doble, y se calcula el

Figura con enlace a GeoGebra

) que estén alineados

(arriba).
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https://www.geogebra.org/m/y3y8npjp
https://www.geogebra.org/m/y3y8npjp
https://ggbm.at/q6y9svh7
https://youtu.be/WfL1lyl9RxA?t=5111

O bien se hace pasar un eje perspectivo (e-) por el punto doble, se
proyecta una serie desde un vértice cualquiera (V), y se calcula el otro
vértice (V') para que sea perspectivo con el anterior, dando el rayo
doble el otro punto doble.

12345

Qs

Figura con enlace a GeoGebra

El problema dual, calcular el otro rayo doble cuando se conoce uno,
también se puede solucionar de dos formas: (envoutube)
Seccionar ambos haces por dos rectas base (s y s’) que se cortan en

di-d’1, con lo que el otro rayo doble pasa por el centro perspectivo
(C).

GP33

Figura con enlace a GeoGebra


https://ggbm.at/q6y9svh7
https://ggbm.at/extec6e2
https://youtu.be/pObTMXdBI0M?t=386

O hacer situar un en el rayo doble, seccionar
un haz por cualquier recta base (s), calcular la otra recta (s’) que
secciona al otro haz y es perspectiva con la otra serie con el centro
perspectivo usado, y la otra recta doble es la interseccidon de las
rectas base (punto D,=D,’).

23

Figura con enlace a GeoGebra

aa

¢Como se puede tener una proyectividad parabdlica? (envoutube)
Cuando ambos puntos dobles colapsan. Caso muy particular:
Dados A, B, A’ y el Unico
Punto doble D=D’, {B’?

A D\e

Eje perspectivo gue contenga al punto
doble, y vértice V cualquiera. Los rayos del
haz V, (ay b) determinan los puntos AA” y BB'.

El vértice V' ha de pertenecer al rayo d=d’ y

a la recta entre AA’ y A’ (2’). Proyectando BB’ V

desde V' (rayo b’) y seccionando la recta base se obtiene B.
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https://ggbm.at/extec6e2
https://youtu.be/pObTMXdBI0M?t=1778

Potencia de una proyectividad

Si se considera una proyectividad de series superpuestas (o no),
tomando la cuaterna que relaciona el punto impropio, el punto
limite, y dos puntos cualesquiera, y sus homologos:

(LlooLZAB) = (L’1 ,ZooA’B’)
(LioAB)  (11A'B")
(L,AB)  (L,,A'B")

= (L,A'B")

(L2AB)

LZ—B L’1A, T D1’/ D/ T AT/ A/
2 = »L,BL,B’ = L,AL,A'= cte
L,A LB

Dado que esta expresion ha de ser valida para cualquier punto Ay

cualquier punto B, la magnitud L,BL} B’ ha de ser necesariamente
constante.
Esa constante se denomina potencia de la serie.

Invariante absoluto de una proyectividad hiperbdlica

Si se considera una proyectividad hiperbdlica, es decir, con dos
puntos dobles, tomando la cuaterna que relaciona dos puntos
cualesquiera, Ay B, y los puntos dobles D1=D’1y D,=D’;,

(ABD,D,) = (A’B’DlDZ)
(AD,;D,) (A'D;D,)
(BD;D,)  (B'D;Dy)
(AD;D;) _ (BD;D,)
(A'D,D,) (B'D,D,)

(AA'D,D,) = (BB'D,;D,) =K

Una vez mas, al ser esta expresion verdadera para cualquier punto A
y B, (AA'D;D,) ha de ser constante para cualquier punto A. Esta
constante K es el invariante absoluto de la proyectividad.

El caso particular K = —1 se denomina INVOLUCION.
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Isotomia de los puntos dobles y limites

Si se considera la posicion de los puntos limites y los dobles en una
proyectividad hiperbdlica cualquiera (dada por los puntos dobles y uno de
los puntos limites Li).

D' L' D™ D% ¥ D"
—C—
A A A )
| L, K, |
& ——e- ——— - *—— p " D. —m
D,=Dy L, D2=D2 D,=D Ly 2=D

Separando las series y determinando el otro punto limite (L'2) se puede ver
gue los puntos limite y los puntos dobles forman pares de puntos
isotdmicos, es decir, que ambas parejas tienen el mismo punto medio (V).

INVOLUCION

Una involucidn es una transformacion tal que:

A f()»> A ()= A"
@ —0— ®

f(x) = x";f(x") = x;

Es decir: /
f(f(x)) = X;

Ejemplo: simetria. La traslacion claramente no es involutiva

Existe por lo tanto un solo punto limite, punto medio de los dobles, y
hay propiedades métricas que facilitan el calculo de los mismos,
empleando el hecho de que el invariante absoluto es -1.

Ll

0
—_—

B=A A=B L
© @ *
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Los puntos dobles separan armdnicamente a cualquier pareja de
homodlogos:

(ABDlDz) = (AA’DlDz) = (A’ADlDz) == _1

(AA'D,D,)

Cuaterna armonica para el calculo de armdnicos, dados los puntos dobles,
y lo mismo para el cdlculo de un punto doble dado el otro, un punto y su

homodlogo:
1 1
3 3
4 4
A=B' Dy A=B D Dy A=B' p, B=A'

2

Necesariamente existe un solo punto limite, denominado centro de la
involucidn |, y es el punto medio de los dobles (debido a la isotomia). Por lo
tanto:

—— —2 —2
IBIB' = ID; =1ID, = potencia

Es decir, | tiene la misma potencia con respecto a cualquier circunferencia
gue pase por dos puntos homadlogos. Dados dos pares de homologos, | esta
en el eje radical de dos circunferencias cualesquiera que pasen por las

parejas. // o \\
/ N\ Figura con enlace a GeoGebra
/ \
\
\ /./A'\\\\
d N
/ AN
| { \
\ /
\\ : \
\.\ /'/ k
. /A .
S \\\\ A D1 /// \'E C D2 C =//B
—o— o——© e o
T~ = . | //
. PotenciaP|imite~/
' \ / e—
AN /
~N 7

~ -

Y con ello se pueden calcular los puntos dobles-> GP29 (en voutube)
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https://www.geogebra.org/m/dkrwtwrc
https://ggbm.at/dzAHUaJf
https://www.geogebra.org/m/dkrwtwrc
https://youtu.be/pObTMXdBI0M?t=4230

Formas proyectivas de 22 Orden c.voumse
Hasta ahora hemos considerado formas proyectivas entre elementos de
primer orden. No obstante, segun los postulados que hemos visto se
puede establecer una relacidén proyectiva sobre cualquier serie, mientras
se mantenga la unicidad. Ejemplo:

Serie de puntos en una circunferencia:

A B C

Co

0 . 0 . D .,
Como los angulos son |guaPes (arcos capaces), también lo son las

cuaternas.

(abed) = ( )

Es necesario proyectar desde un vértice que pertenezca a la

circunferencia. c=c 5
Series superpuestas de 22 orden *,

cac'

DD

Figura con enlace a GeoGebra

Bl

Calculo andlogo del eje proyectivo (GP30). (en voutube)
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https://ggbm.at/zNGSVKYT
https://youtu.be/pObTMXdBI0M?t=4629
https://youtu.be/pObTMXdBI0M?t=4953

Los puntos dobles en series superpuestas en una forma de 22 orden
son inmediatos, se puede aplicar para calcular los puntos dobles en
series superpuestas en rectas. GP25 (en voutube)

Cc

1

Figura con enlace a GeoGebra

D'D DD

Y de manera mas sencilla en haces (en voutube)
v/ e_

Figura con enlace a GeoGebra
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https://ggbm.at/zYAXpZ2F
https://ggbm.at/k29ujxek
https://youtu.be/OY8M5yarujc?t=247
https://youtu.be/OY8M5yarujc?t=1405

Tratamiento proyectivo de las conicas envoume

o Datos simples:
= Puntos de paso
= Tangentes
Definicién puntual de la conica
Definicion tangencial de la cénica (dualidad)
Datos hibridos (elementos dobles)
Resolucién de problemas de:
= Tangentes en puntos
Puntos de tangencia
= |Intersecciones
= Tangentes exteriores
o Codnicas como series superpuestas

o O O O

Datos simples
ax? + by? + cxy + dx + ey + 1 = 0 -> 5 pardmetros
5 puntos o 5 tangentes

¢Existe una relacién proyectiva entre los puntos de una coénica?

Figura con enlace a GeoGebra
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https://www.geogebra.org/m/GF3SkKW6
https://youtu.be/OY8M5yarujc?t=2261

Definicion puntual de la conica envoutuse

Se puede definir una cénica como el lugar geométrico de los puntos
donde se cortan rayos homologos de dos haces proyectivos

Figura con enlace a GeoGebra

Punto que se acerca a uno de los vértices -> tangente por el vértice
Las tangentes a la conica por los vértices pasan por el centro
proyectivo de los haces (GP 31)

Figura con enlace a GeoGebra

Calcular un rayo homoélogo x==determinar el punto de corte del
rayo x con la cénica
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https://ggbm.at/gcYvMnRW
https://ggbm.at/gcYvMnRW
https://youtu.be/OY8M5yarujc?t=2823
https://ggbm.at/gcYvMnRW

Definicidon tangencial de la cénica envouruee

Se puede definir una cénica como la envolvente de las rectas que

unen elementos homdlogos en dos series rectilineas en
proyectividad.

Figura con enlace a GeoGebra

Tangente que se aproxima a una de las rectas base -> punto de
tangencia en la recta base

Los puntos de tangencia de la cénica en las bases son los puntos de
corte del eje proyectivo con las mismas. (GP 32.1)

1

A X B b 3

i
7
|
i
i
i
1
:
o
i

Figura con enlace a GeoGebra

Calcular un punto homdlogo a X==determinar la tangente a la
conica desde el punto X
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https://ggbm.at/gcYvMnRW
https://ggbm.at/gcYvMnRW
https://youtu.be/OY8M5yarujc?t=3828

Datos hibridos (elementos dobles) envouruse
Necesitamos que los datos se pertenezcan

4 puntos una tangente dual 4 tangentes y un punto
GP 33.2 GP 32.2

CT?
a, Ta, b,c, s: (,TS. c

Figura con enlace a GeoGebra

3 puntos 2 tangentes dual 3 tangentesy 2 puntos

Requiere calcular un dato extra y resolver como el anterior:
Lo resolveremos mas eficientemente después
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https://ggbm.at/U74bsXb4
https://ggbm.at/U74bsXb4
https://youtu.be/OY8M5yarujc?t=5338

Interseccion de la cénica con una recta (si no pasa

por un dato)

Conica por 5 puntos (A, B, C, V, V’')->2 haces (a, b,cya’, b’, c’) >
seccionamos con la recta para obtener series superpuestas (A1, B1,
Ci1y A’4, B'1, C'1)-> calculamos los puntos dobles de las series
superpuestas (problema de 22 orden, circunferencia auxiliar C.)

GP 34
B 1 _ - ==
B' \ -' . _ - -
’ \\ DD - -
// A Co’ N\ -\~ \ Figura con enlace a GeoGebra
DDRCV._.--~ CeXro \|
- -, '
- { ‘ |
e_ \ /
A
. i P— C
Cy
Cy -
I1

Vo
El problema dual (tangentes a la cdnica desde un punto exterior)
esta resuelto en GeoGebra
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https://ggbm.at/c9YhVegz

Cdnicas como series superpuestas e o

3 puntos, 3 homodlogos ¢é6 datos?

B

Estamos sobredimensionando la cdnica. Lo mas probable es que no
acertemos a colocar el sexto punto en su sitio.

Si coincide un punto con el homdlogo de otro: calculo de tangencias
por ese punto (GP 38.2) (envouTube)

ABC A*A'B'C'

Figura con enlace a GeoGebra
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https://ggbm.at/ZQFVvUsS
https://youtu.be/Z7AoGuAVJqw?t=755
https://youtu.be/Z7AoGuAVJqw?t=1104

Eligiendo otra combinacién:

ABC ~ A'B'C

Figura con enlace a GeoGebra

Hay 12 combinaciones con soluciones graficas distintas. El trazado puede ser
mas o menos facil dependiendo de la combinacidn elegida.

Problema dual: GP 39 (en voutube)
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https://ggbm.at/ZQFVvUsS
https://youtu.be/Z7AoGuAVJqw?t=1813

4 puntos una tangente dual 4 tangentes y un punto

GP 332 (en YouTube) GP 322 en YouTube)

a'=C

3 puntos 2 tangentes dual 3 tangentes y 2 puntos
GP 431 (en YouTube) GP 432 (en YouTube)

tBE bc'

Figura con enlace a GeoGebra
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https://ggbm.at/xdtqw5zv
https://ggbm.at/dyakvcjd
https://youtu.be/Z7AoGuAVJqw?t=2651
https://youtu.be/Z7AoGuAVJqw?t=3215
https://youtu.be/Z7AoGuAVJqw?t=3742
https://youtu.be/Z7AoGuAVJqw?t=4401

POIa ridad (en YouTube)

o Repaso:
=  Coénica como Lugar Geométrico de elementos
homodlogos
= Coénica como elementos del plano con relaciones
proyectivas
o Polo-Polar: separacion armodnica
= 2rectas
= Circunferencia
= (Cobnica
o Involucién en la cénica
= Triangulo autopolar
o Relacién de tangencia, polo, polar, polares conjugadas
= Diametro
= Diametro conjugado

= Centro
= Ejes
= Magnitud

Partiendo de una conica definida por datos simples se pretende llegar
a tener la cénica definida por sus ejes, en posicion y magnitud.
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https://youtu.be/nGU7oWFrAZE

Polar de un punto respecto a dos rectas e vourue
(PPIAIBI) — (PPIIAIIBII) — _1

Dado un punto Q en p,
la polar de P, q, la polar

de Q, pasa por P

Polar de un punto respecto a una circunferencia s vourue)
(PP’'AB) = —1
|
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https://youtu.be/Z7AoGuAVJqw?t=4803
https://youtu.be/Z7AoGuAVJqw?t=4991

En la figura anterior cada recta que corte la circunferencia tiene
subordinada una involucién, de puntos con relacidn polo polar. Los puntos
dobles de la involuciéon son los puntos de corte con la circunferencia.
(en YouTube

a,_wl.polarQ

Figura con enlace a GeoGebra

Figura con enlace a GeoGebra

En la involucidn que la circunferencia c subordina sobre la recta r, si a cada
punto se le hace corresponder el corte de su polar con la recta, tenemos
una involucion eliptica (sin puntos dobles).
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https://ggbm.at/qdkyqzkf
https://ggbm.at/qdkyqzkf
https://youtu.be/Z7AoGuAVJqw?t=5210
https://youtu.be/nGU7oWFrAZE?t=768

Igualmente, si nos fijamos en los puntos de la circunferencia, podemos
considerar que estan en involucién, podemos calcular el eje proyectivo de
las series superpuestas: (en voutube)

Ademas, en este caso existe unj€entro perspectivo que relaciona las dos
series. (dos series superpuestas con al menos un punto doble son
perspectivas, lo que pasa es que en una recta estd en la propia recta). Se
denomina centro de involucion .

Pero aln mas, podemos tener una involucién eliptica, cuando | es interior
(no hay tangentes, no hay puntos dobles).
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https://youtu.be/nGU7oWFrAZE?t=1490

Si el centro de involucidon es impropio, el eje proyectivo (su polar), es un
diametro.
Si hay cuatro puntos en una circunferencia, ¢Cuantas maneras hay de

relacionarlos involutivamente? (en voutube)

™

Existen 3 involuciones diferentes, cada centro de involucidén estd en la
interseccion de las polares de los otros dos. Eso se denomina el tridngulo
autopolar.

En realidad, esos cuatro puntos definen un haz de conicas, y el triangulo
autopolar es el mismo para todas ellas. Por cada punto del plano, el haz

define una cdnica, y se mantienen todas las propiedades que hemos visto.
(en YouTube
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https://youtu.be/nGU7oWFrAZE?t=2054
https://youtu.be/nGU7oWFrAZE?t=2224

Polar de un punto impropio

Figura con enlace a GeoGebra

d'=polar(Q) =

Pasa por el centro de la cdnica, es un diametro de la cénica. Si se determina
la polar del punto impropio del didmetro, se obtiene el diametro
conjugado. (en vouTube)

Se define el centro de la conica como el Polo de la recta impropia. Por él
pasan todos los diametros.

Los ejes de la cdnica son la pareja de didametros conjugados que son
ortogonales.

Si en una conica se tienen dos tangentes (t1 y t2) con sus respectivos puntos
de tangencia (T1y T2), la polar del punto P (punto de corte de las tangencias)
pasa por los dos puntos de tangencia. (en voutube)
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https://www.geogebra.org/m/gnnhqwtn
https://youtu.be/nGU7oWFrAZE?t=3407
https://youtu.be/nGU7oWFrAZE?t=2528

(Q,Q Ty Ty)=1
Q4 T, Ty)=1
Q'; punto mediode T, y T,

GP 411 (en YouTube)

Figura con enlace a GeoGebra

PR
N
e
—_———
——
———
———

-
N
e —
———
—

direcciones

conjugadas

Si el es el punto impropio de esa polar p, entonces ¢, polar del es un
didmetro. De ¢ se sabe que pasa por P ( de una polar tienen por el polo),
y dado que en una cuaterna armodnica cuando uno de los puntos de una pareja es
impropio (0..) el otro (©)') es punto medio de la otra pareja, ¢ pasa por el punto medio
del segmento entre los puntos de tangencia T1 y Ta.

A= P P'sT

diametro, =q,

conica tangente ap,qyr,porPyQ Q34
Q40

diametro,=Q; =P

P/=C
Centro_ icq 4 .

didmetro.
=05

Figura con enlace a GeoGebra

Si en la coénica se tienen tres tangentes, y 2 puntos de tangencia se puede
determinar el centro. (GP 53) (en YouTube)
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https://ggbm.at/a9hucqr8
https://ggbm.at/FF3sRBxH
https://youtu.be/nGU7oWFrAZE?t=3628
https://youtu.be/nGU7oWFrAZE?t=3926

En este proceso se pueden obtener hasta tres didmetros. Para cada
diametro, existe una direccion conjugada, la de la polar del punto P, con el
gue se ha obtenido. (envoutube)

9 (paralelo a polarg, por O)

Si se tienen dos parejas de diametros conjugados, se tiene un haz de rectas
en involucion. La naturaleza de este haz es el mismo que el de la cénica. Los

rayos dobles, si existen, se corresponden con las asintotas. Para obtener los
ejes, hay que determinar la pareja de rayos homaélogos que es ortogonal:
circunferencia auxiliar. (GP 41.3, GP 50.1) (en vouTube)

Figura con enlace a GeoGebra
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https://ggbm.at/ys6x9QXb
https://youtu.be/nGU7oWFrAZE?t=5117
https://www.geogebra.org/m/gnnhqwtn
https://www.geogebra.org/m/gnnhqwtn
https://youtu.be/b9svJF3KzbU?t=641

El diametro de la circunferencia que pasa por el

define un arco capaz de 902 desde el que el centro de la cénica O ve a dos
diametros conjugados (d y d’) que son perpendiculares: los ejes de la
conica.

Magnitud de los ejes envoutuse)

Una vez se tienen los ejes, o en realidad cualquier didmetro, existe una
involucion subordinada en dicha recta. El punto P en el que corta a
cualquiera de las tangentes, y P’ el pie de la polar de P subordinan una
involucion en la recta, de centro O, el centro de la cénica. Los puntos dobles
de dicha involucién (problema explicado anteriormente) son el corte del eje

con la cénica, y por lo tanto determinan la magnitud del mismo.
d

Figura con enlace a GeoGebra

La construccidn quiza mas econdmica para determinar ese punto doble es

la del teorema del cateto. Sélo hay que repetir el proceso para el otro eje.
> =n -m=PO-P'O

P P* n )
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https://ggbm.at/ys6x9QXb
https://youtu.be/b9svJF3KzbU?t=2993

Nétese que sélo en el caso de los ejes la d
altura del teorema del cateto coincide
con la polar del punto P, de manera
general la polar p serd paralela al
diametro conjugado d, y la altura h d P D P’ O

ortogonal al diametro d’.

t
El proceso completo para pasar de datos h K
simples a los ejes queda entonces:

1-Partiendo de 5 datos simples

2-Se determinan tres tangentes con sus puntos de /7 »*

N\
<

tangencia
3-A partir de ello se obtiene el centro de la
conica, y dos pares de diametros conjugados
4-Con los haces en
involucidn, se
, determinan diametros

conjugados ortogonales
(ejes).

5-Con los ejes, una tangente, y el punto de
tangencia, se determina la magnitud de los mismos.

—¢
v

~
_/
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https://ggbm.at/dyakvcjd

Resumen de Polaridad cavourue

La relacion polo-polar es una relacidon armonica con los elementos de la
conica. La polar p de un punto P exterior a una cdnica pasa por los puntos
de tangencia (T1 y T2) de las dos tangentes (t1 y t2) a la cdnica.

Para todo A en la cdnica:
(PP’AA’)=-1
Y P’ recorre la polar p.

En los casos limites, A, A’y P’
colapsan en T1y T2 (mas alla
los puntos de interseccién
son imaginarios).

La polaridad es, por
naturaleza, simétrica. La
polar r de cualquier punto R
que pertenece a la recta p
necesariamente pasa por P.

Figura con enlace a GeoGebra

Ademas, estas relaciones armodnicas llevan necesariamente al concepto de
involucidn. Si en vez de tener un punto P cualquiera restringimos P a que
pertenezca a la rectar, y consideramos P’, el pie de la polar p, los puntos P-
P’ estan relacionados por una involucién (siendo Q-Q’ otra pareja), cuyos
puntos dobles son los puntos de interseccion de r con la cdnica, l1=11" e 12=1,". (en YouTube)

Figura con enlace a GeoGebra
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https://youtu.be/HhSy51v8gUU?t=1441
https://youtu.be/HhSy51v8gUU?t=37
https://www.geogebra.org/m/qdkyqzkf
https://www.geogebra.org/m/bpevzgeb

Igualmente, si se considera el punto R, polo de la recta r, y se consideran
las rectas que pasan por él, si a cada recta p se le hace corresponder la recta
p’ que pasa por su polo, P, se obtiene un haz de rectas en involucion (siendo
g-q’ otra pareja), cuyos rayos dobles, i1=i1" e i>=i2’ son las dos tangentes a la
conica desde R. Y como en el caso de la involucién de puntos (qq’iiiz2)=-1.

Estos conceptos de separacion armodnica, e involucidon subordinada
permiten abordar varios problemas de polaridad, en los que Ila
determinacion de los puntos dobles en una involucion determina la
interseccion de la recta base con la cdnica, o la determinacidn de los rayos
dobles de una involucion determina las tangentes a la cénica por el punto
gue es la base del haz. Adicionalmente estas propiedades armonicas
pueden permitir determinar de manera sencilla otras tangentes o puntos
de paso. Ejemplo 1. Ejemplo 2.

La siguiente consideracion
es qué pasa si P es
impropio. En ese caso las
tangentes t1 y t2 desde Py, —%°
son paralelas, la polar p es t
un diametro, y el punto
medio de los dos puntos de
tangencia, T1 y T2, es el
centro de la cobnica, O,

definido como el polo de la recta impropia.

El punto impropio de p, P'w
tiene como polar p’ una
recta que pasa por O (al ser
P’w impropio) y pasa por Pe
(al pertenecer P’x a p). Esa
recta p’ es el diametro
conjugado a p. La involucién
de diametros conjugados es
una involucidén igual que la que aparecia sobre el punto R en la pagina
anterior, con la diferencia que la base es el centro de la cdnica, y todos los
polos estan en la polar de O, la recta impropia. Es por lo tanto una
involucion que relaciona direcciones conjugadas. Ya se ha explicado en
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https://www.geogebra.org/m/wyvkshvb
https://www.geogebra.org/m/mgasnupn
https://www.geogebra.org/m/gnnhqwtn

detalle que los ejes son la pareja de elementos que es ortogonal en esa
involucidn, y cdmo obtenerlos.

Otros problemas de determinacién de magnitud de didmetros siempre se
resuelven con estos conceptos de separacién armodnica de los elementos
dobles y cualquier pareja de elementos conjugados en la involucion.
Eiemplo 1. Ejemplo 2. Es importante tener en cuenta que el mismo
concepto de separacion armdnica de puntos sucede en el caso de las rectas.
En una involucidon subordinada por una cénica en un punto cualquiera las
tangentes a la conica desde el punto separan armdnicamente a direcciones

conjugadas. Ejemplo 3.

Cabe también sefalar que la Polaridad permite
resolver problemas vistos anteriormente, como la
determinacion de una tercera tangente o punto de
tangencia en una cdnica dada por dos datos hibridos,
resuelto aqui por cénicas superpuestas. Pongamos el
ejemplo de una cénica dada por tres

puntos, A, By Cy dos tangentes tay tc. (en YouTube)

Se puede considerar el punto P,
interseccidn entre tay tc, y su polar p,
qgue ha de pasar por Ay C. La tangente
por B ha de pasar por un punto Q,
perteneciente a p que ha de tener
como polar una recta q, que ha de pasar por B (por ser el punto de
tangencia) y por P (por ser el polo
de p). El pie de la polar g es Q’, y el
par Q-Q’ estd separado
armoénicamente de los dos puntos
dobles en la involucion subordinada
en p, es decir, los puntos de
tangencia A y C. (QQ’AC)=-1.
Empleando un cuadrivértice
completo se obtiene Q, y por lo
tanto la tangente ts. Notese que
con esa posicion del cuadrivértice el
trazado es idéntico a la resolucion Q
por series superpuestas. Figura con enlace a GeoGebra

GP60


https://youtu.be/b9svJF3KzbU?t=3759
https://www.geogebra.org/m/kwwe7fwt
https://www.geogebra.org/m/btcvedxe
https://www.geogebra.org/m/a9hucqr8
https://www.geogebra.org/m/xdtqw5zv
https://www.geogebra.org/m/xdtqw5zv

El problema dual, en el que dadas
tres tangentes, a, b y ¢, y dos de
los puntos de tangencia Ta y Tc se
busca determinar Ty se puede
razonar de manera similar, e
incluso mas sencilla. (en vouTube)

El puntode cortedeayc, P, tiene
como polar la recta p, por Ta y Te.
El punto Q, de interseccion entre
b y p, es el polo de una recta q,
gue ha de pasar necesariamente por el punto de tangencia Ty buscado.

Para determinar larecta q, se tiene en cuenta que el par Q-Q’ esta separado
armonicamente de los dos puntos dobles en la involucion subordinada en
p, es decir, los puntos de tangencia Ta y T, y por lo tanto con un
cuadrivértice completo que ya esta practicamente construido se puede
determinar q y Tv. Una vez mas, determinando Q' con este cuadrivértice,
el trazado resulta idéntico a la determinacion por cénicas superpuestas.

Figura con enlace a GeoGebra

La Polaridad permite resolver problemas de una manera elegante y con un
trazado minimo (véase el método 4 en este problema), pero a su vez
requiere manejar conceptos mas complejos y de dificil conceptualizacion,
con lo que conviene dedicar tiempo a entenderla y dominarla.
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https://youtu.be/b9svJF3KzbU?t=4035
https://www.geogebra.org/m/E694yHXb
https://www.geogebra.org/m/dyakvcjd
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