Analisis en el dominio del
tiempo de sistemas de primer y
segundo orden

En un primer analisis simplificado, las propiedades dindmicas de las plantas
pueden ser aproximadas por las caracteristicas temporales de sistemas mas simples. Se
entiende por modelos simples, aquellos que definen su dindmica por ecuaciones
diferenciales lineales de primer o de segundo orden.

Como se vera en el siguiente capitulo, los modelos de los equipos pueden ser
abordados por funciones de transferencias sencillas. Este paso se da en una doble
vertiente. Desde el punto de vista del analisis, al reducir el modelo se podra predecir sus
caracteristicas temporales, empleando expresiones matematicas sencillas. Por otro lado,
desde el punto de vista del disefio, se suele emplear las caracteristicas temporales de los
modelos simples para fijar los requisitos del comportamiento dindmico de los sistemas a
compensar.

Por todas estas razones, este tema pretende analizar el comportamiento dindmico
temporal de los sistemas simples, fijando su evolucion temporal asi como de tantos
parametros como exija para su determinacion matematica.
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6.1 Sistemas de primer orden

Se denomina orden de un sistema al grado de su polinomio caracteristico, i.e. el
namero de polos que tiene el sistema en su conjunto.

La funcion de transferencia de un sistema de primer orden es:

(s+a) (6.1)

donde N(s) es el polinomio del numerador de coeficientes constante al ser de tipo LTI.
Por el principio de causalidad, el grado de N(s) es cero o uno, bien es una constante o es
un cero de primer orden. Considérese el caso mas simple, el numerador corresponde a
una ganancia. La relacion entre la entrada y salida del sistema vendra dada por una
ecuacion diferencial de primer orden:

Ty(t)+ y(t) = kx(t) (6.2)

siendo x(t) la sefial en la entrada e y(t) es la salida. Aplicando a ambos lados de la
igualdad la transformada de Laplace y considerando condiciones iniciales nulas, se
conseguira la FDT de los sistemas de primer orden:

6(s)= Y(s) _ kKT

T (6.3)

El valor de k seréa la ganancia estatica del equipo y T sera la constante de tiempo.
En general, denominando a; y b; a los coeficientes de los polinomios del denominador y
del numerador, respectivamente, de grado i, las dos FDT de primer orden de los
sistemas causales seran:

- b
a, y+a,y=bx — G(s)=—2—
1 Y18 Y =5 ) a,s +a, (6. 4)
: - b, +b;s
a, y+a,y=bx+b x — G(s)=—>-2=
LA e ) a, +a,s (6. 5)

Sin embargo, para determinar la respuesta dinamica del sistema de primer orden
se empleara el modelo de la ecuacion (6. 3). En el caso de que tuviera un cero de primer
orden, desde luego, su dinamica cambiara. Pero desde el punta de vista metodolégico,
se planteara como la adicion de un cero en serie al sistema simple definido en la ec. (6.
3). Estos aspectos seran tratados en el capitulo siguiente. Por lo tanto, se va a tratar de
definir la respuesta dindmica de un sistema simple de primer orden y en el caso de que
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tuviese un cero, su efecto se vera como una adicién en serie a la dinamica del sistema
simple.

6.1.1 Respuestatemporal ante la entrada en escalon

Para analizar la dindmica del sistema de primer orden se requiere conocer qué
tipo de entrada excitara al equipo. Como a priori no se conoce la naturaleza de esta
sefial, tal cual se comentd en el anterior capitulo, se emplearan las sefiales de pruebas.
En el dominio temporal se definieron tres entradas normalizadas: escalén, rampa y
parabola. Por dicha razon, la caracterizacion de los sistemas de primer y segundo orden
en el dominio temporal se daré con estas excitaciones unitarias.

Suponiendo un sistema de primer orden simple caracterizado por su ganancia k y
su constante de tiempo T, al ser estimulado por una sefial de entrada en escalon unitario
evolucionara a partir de la convolucién entre la entrada y el sistema. Aplicando las
transformadas de Laplace y haciendo la descomposicion en fracciones simples, la
transformada de Laplace de la salida valdra:

vis)=1. K k(l 1 j=ﬁ+k_21

s'1+sT: §.1+ST S
S+
T (6.6)

Empleando el célculo de los residuos serd facil de determinar la
antitransformada y por ende la evolucion temporal de la sefial de salida, en funcién de
sus dos parametros caracteristicos, ky T:

k, = [SY(S)]s:O =k

[ty

Pero antes de representar la evolucién temporal de un sistema de primer orden
simple con una entrada en escalén, véase la correlacion entre el dominio complejo de
Laplace y el temporal. Utilizando el teorema del valor final sobre la transformada de
Laplace de la salida y haciendo el limite cuando el tiempo tiende a infinito en la ec.(6.
7), los resultados son idénticos. La salida alcanzard, en el régimen permanente, el nivel
de la ganancia estatica del sistema, k:

N

y()=kll-e"")  (6.7)

Valor final:  limsY(s)=k lim y(t) =k

s—0 t—0

Notese que si el modulo de la ganancia, |k|, es mayor que uno el sistema
amplifica, en caso contrario, atenUa, i.e. la amplitud de la salida es mas pequefia que la
entrada.
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Para resolver el valor inicial solo basta con aplicar el teorema del valor inicial
sobre la ec.(6. 6) 0 hacer tender el tiempo a cero en la ec. (6. 7):

Valor inicial: limsY(s)=0 limy(t)=0

s—0 t—0

La constante de tiempo del sistema, T, define la rapidez del equipo. De hecho,
cuando el intervalo de tiempo recorrido desde el inicio de la estimulacion hasta la
constante de tiempo, la sefial de salida ya ha alcanzado una buena parte de su recorrido:

Valort=T: yt=T)=k(l—e*)=0.632k (6. 8)

Se define el tiempo de establecimiento, t;, como el tiempo que necesita el
sistema para alcanzar el valor del régimen permanente. El valor de la sefial del
permanente no es exactamente el valor final. Atendiendo a la ec. (6. 7) y si se pusiera la
condicion de lograr el valor de nivel de k ante una entrada en escalon unitario, el tiempo
seria infinito y no habria medida de comparacion entre estos sistemas sobre su
velocidad de respuesta. Por dicha razon, se suele emplear el error del 5% o el 2% del
valor final. En este curso se empleara el 5% de error del valor del régimen permanente.
Para un valor de tres veces la constante de tiempo del sistema de primer orden, T,
coincide con alcanzar el 5% de error del valor final:

Valor t = 3T : y(t=3T)=k{l—e*)=0.95k (6.9)

Por tanto, para sistemas de primer orden simples, el tiempo de establecimiento
es de tres veces la constante de tiempo. Si la definicidn esta dada con el 2%, entonces el
tiempo de establecimiento es de cuatro veces la constante de tiempo. Concluyendo, si el
sistema es de primer orden simple, los valores caracteristicos pueden ser determinados
experimentalmente ante la respuesta de una entrada en escal6n unitario. La ganancia
estatica, k, sera el valor final de la sefial de salida y la constante de tiempo, T, esta dada

Respuesta al escalon unitario

0.95k

X(t)

1 X(t) y(t) 0.632

- 1 G6) o B

0 | -
X(8) y(s)

G 1 1
0 T 3T

Tiempo (s)

Figura 6. 1. Respuesta de un sistema de primer orden simple ante una entrada en escalén
unitario
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por el tiempo en que alcanza 0.632 veces el valor de k o tres veces su valor coincidira
con el tiempo de establecimiento, t;, esto es, el tiempo en alcanzar la sefial 0.95k.

6.1.2 Respuestaimpulsional

La respuesta impulsional de un sistema coincide con su propia funcion de
ponderacién, g(t). De hecho, esta propiedad es empleada como técnica experimental
para realizar la identificacion de sistemas. La forma de demostrarlo consiste en
determinar la transformada de Laplace de la excitacién impulsional y luego aplicar el
teorema de la convolucién continua. Se define una entrada impulsional, aquella que en
un tiempo infinitesimal, €, da un pulso de energia que tiende a ser infinito, 1/.

1/¢ O<t<e¢

S(t) =
0 t<0 o t>¢ (6. 10)
e—0

Su transformada de Laplace coincide con la unidad:

-s¢

) —st ¢
L[s(t)]=lim éle‘“dt=lim1{e } “tim e Fiim % 1
e-040 ¢ >0 g| —8§ 0 g0 &5 -0 S (6 11)

Concluyendo que al dar una entrada de este tipo, la sefial de salida coincide con
la propia naturaleza de la planta, y(t)=g(t), por el teorema de la convolucién. Para el
caso que ocupa de sistemas simples de primer orden, resultaré:

Y(t) = ;et” = g(’[) (6. 12)

T (6.13)

Ademas, para sistemas LTI, la respuesta al impulso es la derivada de la salida al
escalon:

- ) k _
yescalon(t): k(l_e HT) yescalon(t): ?e v= g(t) (6 14)
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La aplicacion de los teoremas del valor final y del inicial debe de coincidir con
la respuesta de la excitacion impulsional de los sistemas de primer orden, definido por
laec.(6. 12):

Valor final: t >0)=0 lims-1- =0
Yt > ) 20 1y sT (6. 15)
o k . k k
Valor inicial: y(t >0)=— lims-1- ==
" ) T 520 1+sT T (6. 16)
Los valores caracteristicos de la et e
sefial de salida cuando el tiempo T ‘
coincide con la constante de tiempo o
cuando el tiempo es de tres veces la
constante de tiempo del sistema estan  _
dados por la ec.(6. 12), simplemente %
sustituyendo:
0367k/T [T
k k —
t=T)=—e"=0.367—
yt=T)= =
00sKT |- —
k k 0o T 3‘T
y(t = 3T)= ?9_3 = 0.05? Tiempo (s)
Figura 6. 2. Respuesta impulsional de un sistema
simple de primer orden
Ejemplo 6.1
- . ue(t) AV ° oUs®)
Para el cuadripolo de la figura R
determinar su respuesta ante la entrada en 100k c
escalén unitario y ante una excitacion 10nE
impulsional. Considérese condiciones I
iniciales nulas. "o . o

Al haber un elemento de almacenamiento de energia, el sistema tendrda un
modelo de primer orden:

1
1+RCs 1+1073s

ue(t):RCdudst(t)+us(t) = A®)
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Respuesta al escal6n unitario
! T i i : 1000V

Capitulo 6: Andlisis temporal de sistemas de 1¢r y 2°

Respuesta al impulso
T

0.95

0.632

\
Amplitud

Amplitud

K74V A

5V

!
0 1 ms 3ms 0 0.001
Tiempo (s)

6.1.3 Respuesta alarampa

0.003

Tiempo (s)

Dos métodos se pueden plantear para determinar la respuesta ante una excitacion
en rampa unitaria. Bien a través de la transformada de Laplace de la salida o bien
empleando el teorema de la integracion. Este ultimo proceder se basa que la rampa
unitaria corresponde con la integral en el tiempo de una sefial en escalon unitario.

1. Descomposicion en fracciones simples: La respuesta del sistema ante una
rampa unitaria presenta un polo doble en el origen. El célculo de los residuos
de la antitransforma de la salida exige la formulacion de la multiplicidad de

las raices:

T 1
ST (6. 17)
a, =|s?Y(s)| , =k (6. 18)

slalwgm) L e
s\ s?(@+sT))] , [@+sT) |, (6. 19)
k, = ( EJ%LTl YA S
T)s* 1 1 (-1/T)
Tt (6. 20)
y(t)=k(t-T +Te V") (6. 21)
2. Larespuesta a la rampa es la integral de la respuesta al escalén:
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Vearpelt) = [ Veswmion(0)d7 = [ KlL—€'" Jdz =Kz +Te "7, 6.22)

Yyampalt) = K(t +Te T = T) (6. 23)

En general, para sistemas LTI, la respuesta a la derivada de una sefial de entrada,
puede ser obtenida derivando la respuesta del sistema, a la sefial original. Asi mismo, la
respuesta a la integral de una sefial se puede obtener integrando la respuesta a la sefial
original.

Por ambos métodos los resultados son idénticos, las ecuaciones finales (6. 21) y
(6. 23) son iguales. En la salida existe un transitorio al iniciar la excitacion y luego la
componente rampa es el efecto dominante. En la figura 6.3 se puede apreciar la
evolucion temporal. La salida, en el régimen permanente, sigue a la de mando con un
error dado por la ganancia y la constante de tiempo del sistema. Para el caso de tener
una ganancia estatica unitaria en el sistema (k = 1), el error coincide con la constante de
tiempo del sistema:

lime(t) = lim(x(t)- y(t)) =t —k(t-T)=T

t—o0 t—o0

Respuesta a la rampa unitaria
10 T T T

Amplitud

0 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (s)

Figura 6. 3. Evolucion de un sistema de primer orden con ganancia unitaria ante
una rampa unitaria
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6.2 Andlisis temporal de sistemas de segundo orden

Las ecuaciones diferenciales de sistemas LTI de segundo orden describen las
dindmicas de sistemas con dos elementos de almacenamiento de energia en su interior.
La expresion matematica que modela la dinamica de estos equipos esta definida por:

a0y+aly+azy=box+blk+b2$k (6. 24)

donde a; y b; son escalares constantes, x(t) es la excitacion e y(t) es la salida.
Considerando condiciones iniciales nulas o variaciones lineales alrededor de un punto
de reposo, la FDT sera:

_Y(s) _ by+by(s)+b,s®
G(s)= X(s) a,+a(s)+a,s’ (6. 25)

El caso mas simple de sistema de segundo orden es cuando los coeficientes b; y
b, son nulos:

b
G(s)= 0
() a, +a,5+a,s’ (6. 26)

La dinamica de este caso, como la de
todos los sistemas LTI, estd definida basicamente A J )
por las raices del denominador. La naturaleza de
los polos puede ser de tipo real o compleja
conjugada. Si los polos son reales, la respuesta a N
la entrada al escalon estard definida por las dos A
exponenciales, cuyos exponentes dependeran de
la ubicacion de los polos. Notese que la constante 1
de tiempo de un polo real, T, es la inversa del ——— —
valor del polo p;, Ti= -1/p; 0;<0. Empleando las T,
transformadas de Laplace es facil conseguir la
respuesta temporal ante una excitacién al escalén

>O

I

oJ

I
e oK

unitario: de segundo orden
b
G(s) = ’
(s+pNs+p,) (6.27)
Y(S):E % —ﬁ+ k. + s
s(s+pSs+p,) s s+p s+p, (6. 28)
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y(t) =k, +k,e ™ +k.e P (6. 29)

En cambio, ya no resultara tan evidente la salida si las raices del denominador
son complejas y conjugadas. Antes de determinar la evolucion temporal de la salida, se
va a analizar los parametros que definen la respuesta de estos sistemas. Si en los
sistemas de primer orden simples, los pardmetros eran la ganancia estética, k, y la
constante de tiempo, T. En los sistemas de segundo orden simples los pardmetros son
tres: la ganancia estatica, k, el factor de amortiguamiento, & vy la frecuencia natural no
amortiguada, w,. La ec. (6. 26) queda determinada por un modelado a partir de sus
parametros caracteristicos:

()_ k _ ka)s
; =72 2 (6. 30)
(S] +2§[ S]+1 S +2ém,S+ w;

[0 [0

n n

La frecuencia natural, an, corresponde a una velocidad angular constante y sus
dimensiones son radianes/segundo. Su interpretacion en el dominio complejo es la
distancia euclidea entre el origen de coordenadas y los polos complejos y conjugados.
El factor de amortiguamiento, & es adimensional. Si es mayor a 1 6 1, en valor
absoluto, las raices son reales, en caso contrario, son complejas y conjugadas.

Las soluciones del polinomio del denominador de segundo grado estaran
determinadas por su resolucion en funcion de los pardmetros an y &

P, + 2 2 _ 402
o, \/(fa’n) D~ o, t jo,1-&7 (6. 31)

Si el factor de amortiguamiento, & es en valor absoluto menor que la unidad, las
raices seran complejas, segun se desprende de la ec. (6. 31). Para estos casos, habra una
componente real y otra imaginaria conjugada. La primera se llamara constante de
amortiguamiento, o, cuya ubicacion se dara en el eje real:

G:é:a)n x: __________ + ja)d
AN
| AN
La segunda es la frecuencia de & = COS(Q) L
amortiguamiento, ay, y se encontrara en el < i f
A |
eje imaginario: o i
|
w, =, [1-&* [rad/s] l ]
x ——————— - Ja)d

La frecuencia natural, ay,, serd la
hipotenusa del tridngulo rectangulo  Figura 6. 5. Polos complejos y conjugados de
formado por los catetos de constante de unsistema de segundo orden

138 Dpto. Electrénica, Automaética e Informatica Industrial



Apuntes de Regulacién Capitulo 6: Andlisis temporal de sistemas de 1¢r y 2°

amortiguamiento, o, Yy frecuencia de amortiguamiento, x:
o =0’ + @] 0<|e<1

Ademas, el angulo de apertura de los polos complejos, 6, estara relacionado con
el coeficiente de amortiguamiento, & si su valor absoluto es menor a la unidad:

£ =cosé 0<|g<1

6.2.1 Respuesta al impulso de un sistema de segundo orden
subamortiguado.

A los sistemas de segundo orden, cuyos factores de amortiguamiento estan entre
Oy1, O£|§| <1, sus soluciones son complejas y conjugadas. Si ademas se pide que

sean estables, se exigira que el factor de amortiguamiento sea mayor que cero. Se
Ilaman sistemas subamortiguados cuando el factor de amortiguamiento sea mayor que
cero y menor que uno. Los polos seran complejos y conjugados y se ubican en el
semiplano negativo del dominio complejo.

La respuesta impulsional de un sistema subamortiguado simple indicard su
propia naturaleza. Aplicando la descomposicion en fracciones simples en su
transformada permitira ver la evolucion temporal:

G(s) = koo? _ koo?
s?+2tw s+w’ (s+o—jo,)s+o+ jo,)
K K,
“ro-jo,) (+o+jmy) (6.32)

Haciendo la antitransformada y empleando el célculo de los residuos de dos
polos simples (da igual que sean reales que complejos):

g(t)=ke ") y ke loriwk (6. 33)

2
Ko,

, koo,
kl = [(S +0 — Jwy )G(S)]s:—0'+ja)d = 2](0 = 2]\/10-)7
d -

k! — ko,

k, =[(s+0+ o, JB(), ., = 2jo, 2j\1-¢&% (6. 34)
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Introduciendo el célculo de los residuos en la ec.(6. 32) y sacando factor comun

ko _ . L . .
a —=—e ™, se conseguird una expresion a la que posteriormente se empleara la

J1-¢&°

relacion de Euler:

+jogt 4 jogt
gt)= ko, e"‘[e ° j: ko, e "sen(w,t)
2 1-¢&2 (6. 35)

La respuesta impulsional para un sistema subamortiguado es una combinacion
de una exponencial mon6tonamente decreciente con el tiempo y un arménico de
frecuencial oy, El resto de la expresion es un valor constante. La excitacion depende de
la constante de amortiguamiento, o, y de la frecuencia de amortiguamiento, ay, Las
conclusiones de la ec. (6. 35) requieren de un analisis detallado.

En primer lugar, considérese el efecto de la constante de amortiguamiento, o. El
lugar geométrico de la constante de amortiguamiento son rectas paralelas al eje
imaginario. Los polos complejos situados sobre estas rectas paralelas tendran igual
constante de amortiguamiento. A medida de que la constante de amortiguamiento, o, se
hace mayor, el sistema es mas rapido.

Respuesta i i con igual ia de amorti

0.25

Mas réapido

A J 10

X X

< i
22
)( )K o oc=2,wy=3 i
01 I I L I L
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo [s]

Figura 6. 6. a) Lugar geométrico de la constante de amortiguamiento b) Respuesta
impulsional de dos sistemas con igual frecuencia de amortiguamiento y distinta constante de
amortiguamiento

En cambio, el lugar geométrico de la frecuencia de amortiguamiento, @y seran
rectas paralelas al eje real. Aquellas raices del denominador que estén a la misma altura
respecto al eje real, tendran igual frecuencia de amortiguamiento. En cuanto aumente la
frecuencia de amortiguamiento, @y, menor serd el periodo del arménico y para un
mismo valor de coeficiente de amortiguamiento, o, el nimero de oscilaciones, antes de
apagarse la salida, serd mayor.
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Respuesta impulsional con igual constante de amortiguamiento

A Ja)

/
Amplitud

Tiempo [s]

Figura 6. 7. a) Lugar geométrico de la frecuencia de amortiguamiento, b) Respuesta
impulsional de dos sistemas con igual constante de amortiguamiento y diferente
frecuencia de amortiguamiento

Las naturalezas de los polos de los sistemas de segundo orden estan
determinadas por el factor de amortiguamiento. Si el £ es menor a cero el sistema es
inestable. Cuando esta entre 0 y 1 las raices son complejas y conjugadas, situadas en el
semiplano negativo. Un valor del £ igual a la unidad, indica que los polos son dobles y
reales, con valor negativo. Por ultimo, valores del coeficiente de amortiguamiento
mayor a 1, indica dos raices negativas y reales:

0<€<1l ’“Subamortiguado”

S=—ém, + jo,1- & (6. 36)

E=0 “Criticamente estable’
s=tjoy = jo, (6. 37)
&=1 No amortiguado
5= 0y =70 (6. 38)
(polo doble real)
1 “Sobreamortiguado”
S=—¢w, tw,+E2 -1 (6.39)
Figura 6. 8. Polos de segundo orden en funciéna<o “Inestable”

del coeficiente de amortiguamiento

6.2.2 Respuesta en escalon

Se propone al lector que demuestre que la respuesta al escalon unitario de un
sistema de segundo orden simple:
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K
(Sj + 2§£SJ +1
o, o, (6. 40)

Si 0<|¢|<1, entonces la salida es igual a:

G(s)=

ot
sen(w,t +6)

e
V1-¢&° (6. 41)

De dos maneras distintas pueden ser calculadas la respuesta al escalon. Una a
través de la descomposicion en fracciones simples de la transformada de Laplace de la
salida. La otra posibilidad es la integracion en el tiempo de la respuesta al impulso (ver
ec. (6. 35)).

y(t)=k| 1~

Al igual que en el anterior capitulo, se resume el comportamiento de los sistemas
de segundo orden ante una entrada en escalon unitario a través de un cuadro resumen.
Apareceran los polos segln el coeficiente de amortiguamiento y cudl es la evolucién
temporal de su salida:

Situacion del polo Respuesta al escalon Sistema

Respuesta al escalén con factor de amortiguamiento igual a 1

09

08

0.7

) Sobre
0.6 1
E 03| .
>1< >1< o |F | Amortiguado
Tz Fl 03 1 {:>1

02

01

Tiempo [s] (sec)
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Amplitud

09

08

0.7

0.6

03

04

03

02

01

Respuesta al escalén con factor de amortiguamiento igual al

Tiempo [s] (sec)

15

Criticamente
amortiguado

&1

Amplitud

g

0

04

0z

Respuesta al escalén con factor de amortiguamiento menor a 1y mayera 0

AN

Tiempo [s] (sec)

Sub
amortiguado

0<&<1

j.ja)

o Wead
o

Y
AN

Armplitud

08

0.6

04

02

Respuesta al escalén con factor de amortiguarmiento igual a ¢

10 15 20 25 30 35
Tiempo [s]

40

Criticamente
estable

&=0
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Jjo
t X
i INESTABLE
i T
| 1<E<0
%
INESTABLE
X (T
11 £<-1
T, T,
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6.2.3 Caracterizacion de la respuesta temporal al escalon de un sistema
subamortiguado

La importancia de definir los parametros temporales de un sistema
subamortiguado al escal6n, se debe a que las dinamicas de muchas plantas o procesos
fisicos son aproximadas a esta FDT. Este modelado simplificado permite conocer las
caracteristicas de la estabilidad y de la naturaleza de la respuesta del régimen transitorio

a partir de sus pardmetros caracteristicos, (a)n,é,a,a)d y@). Adicionalmente, no solo

permite analizar o predecir el comportamiento temporal, sino que, a veces, los requisitos
de disefio de los reguladores de control, emplean definiciones dadas en este epigrafe,
como por ejemplo el valor de sobreoscilacion. Por todas estas razones, se trata de
caracterizar mediante medidas de tiempo y de valor de pico, la salida de un sistema

X(t

NGl
X Y

Tiempos de un sistema subamortiguado

Amplitud

. ts Tiempo [s]

subamortiguado ante una excitacion de escalon unitario.
Segun se observa de la figura adjunta, los tiempos que se definen son:

e Tiempo de establecimiento, ts: valor de tiempo que el sistema necesita en
alcanzar un error del 5% 0 2%, segun criterio, del valor final del régimen
permanente.

e Tiempo de pico, t,: intervalo de tiempo en darse la maxima amplitud de
salida (sélo es valido si el factor de amortiguamiento esta entre 0y 0.7,
0<£<0.7). En caso contrario, no habra sobreoscilacion y no tiene
sentido este parametro.
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e Sobreoscilacion, M,: Valor de pico maximo de la salida ponderado con el
valor final. Sdlo sucedesi 0<¢&<0.7.

e Tiempo de subida, t;: el tiempo transcurrido en alcanzar por primera vez
el 100% del valor final de la sefial de salida. También se define como el
intervalo de tiempo entre el 10% al 90% del valor final de la sefial.

El objetivo que se pretende es obtener expresiones matematicas que determinen
los valores caracteristicos temporales y de sobreoscilacion, a través de los parametros
caracteristicos de los sistemas de segundo orden (@,,&, o, @, Y 6).

6.2.3.1 Tiempo de establecimiento, ts

El tiempo que necesita en alcanzar el régimen permanente con un error del 5% o
del 2% del valor final, depende basicamente de la componente envolvente de la sefial de
salida. Notese de la ec. (6. 42) que la salida es una combinacién entre un arménico y
una exponencial monotonamente decreciente. Simplificando y no considerando el efecto
senoidal, el 95% 6 98% de la sefial se alcanzara cuando la envolvente valga 0.05 6
0.02, segun criterio del 5% o el 2% del valor final.

—ot
sen(w,t+6)

e
J1- &2 (6. 42)

Con el criterio del 5% de error del valor final, el tiempo de establecimiento es
aproximadamente:

y(t)=K 1-

70[5
¢ ~005=¢"

J1- &2 (6. 43)

Para valores pequefios de coeficiente de amortiguamiento, 0 <& < 0.7, el tiempo
de establecimiento es inversamente proporcional a la constante de amortiguamiento:

7
F<lot, =—
o

To >t (6. 44)

6.2.3.2 Tiempo de pico, t,

Este valor se dara cuando se alcance el valor maximo de la amplitud de la sefial
de salida. Considerando la primera derivada de la expresion analitica de la respuesta al
escalén unitario e igualando a cero, permitira definir los tiempos de maximos y
minimos de amplitud de la sefal:
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dy_(t) —0=—k Msen(a}dtp + 9)+icos(a’dtp + 9)'%

dt -2 N (6. 45)

Reordenando la expresion, los tiempos de méximos y minimos estaran validados
por la coincidencia del angulo de apertura de los polos complejos y conjugados, 6, con
vueltas enteras de « radianes de w,t :

h_ g2
tg(a)dtp"'e):%j:wn §a)—§ =1g(0) (6. 46)

La primera vuelta de = radianes de a4t coincidira con la amplitud méaxima de la

sefial de salida. El tiempo de pico es inversamente proporcional a la frecuencia de
amortiguamiento. Habra tiempo de pico si hay sobreoscilacion y ésta la habra si el
factor de amortiguamiento esta entre 0.707 y 0.

P4
oty =7 >t =—

Wy
T, >t (6. 47)
1.6 T T
14 + B
12 + i
1 / \M
0.8 - _
06 .
0.4 B
0.2 i
| , | | ,
3 2z K7 'Y 4 M b
© o, o o, © o
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6.2.3.3 Sobreoscilacion, M,

Hay sobreoscilacion si el factor de amortiguamiento esta entre 0.707 y 0. La
sobreoscilacion se dara en el tiempo de tipo, t,, y correspondera con el valor ponderado
entre la maxima amplitud respecto al valor de salida en el régimen permanente. Al tener
un sistema de ganancia estatica k, la respuesta del régimen permanente al escalon
unitario también sera k veces de amplitud. Introduciendo el valor de tiempo de pico en
la ec. (6. 42), para calcular el valor maximo y dando la definicidon de sobresocilacion,
Mp, quedard como:

—or | wy —on | wy
k|1-———sen(z+0)|-k 1+ ———sen(@)|-1
M = Y mex _yrp . V1_§2 . 1_52 _ -orlwg
" Y k B 1 % (6.48)

El seno del angulo de apertura y el radicando son ambas iguales expresiones. La
sobreoscilacion dependera exclusivamente del angulo de apertura de los polos
complejos, €. Obviamente, para los sistemas subamortiguados, el factor de
amortiguamiento esta relacionado con & a través del coseno, luego a menor & implica
una mayor sobreoscilacion. Por tanto, la sobreoscilacion estd relacionada con la
estabilidad. Se considera que un sistema es estable y con respuesta temporal aceptable
(compromiso entre estabilidad y rapidez), si el factor de amortiguamiento esta entre 0.4
y 0.7, lo cual significa una sobreoscilacion entre el 12% y el 30% (ver capitulo 13):

M )= e*”U/wd _ efﬁ/tg(E’) : M p[%]: efﬁ/tg(ﬁ) .100%
YeE-TM, (6. 49)

6.2.3.4 Tiempo de subida, t;

Muy empleado en los catalogos de componentes electronicos en el apartado de
las caracteristicas dinamicas. El tiempo de subida es el intervalo de tiempo que tarda el
sistema o el dispositivo en pasar del 10% al 90% en una de sus sefiales.

Para el tratamiento matematico y con el objeto de simplificar la expresion, se
considerara el paso de tiempo entre el 0% al 100% del valor final, esto es, la primera
vez que pasa la sefial por el valor final.

En sistemas subamortiguados excitados con una entrada en escalon, sucedera
cuando el segundo término de la ec.(6. 42) se haga nulo:

—ot
sen(w,t, +0)=0— sen(w,t, +6)=0

J1-&2 (6. 50)
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La primera vez pasaré cuando el arco seno pase por el valor de =:

T—0

ot, +0=1—>t =
0¥ (6.51)

6.2.4 Respuesta de un sistema de 2° orden al impulso y alarampa

La repuesta al impulso de un sistema de segundo orden sera la derivada de la
ec.(6. 42), respecto al tiempo, cuya ecuacion hace referencia a la salida de un sistema de
segundo orden ante una entrada en escaldén. Obviamente las conclusiones deberan de
coincidir con las conseguidas por la descomposicion en fracciones simples de los polos
y dada por la ec. (6. 35):

k .
yimpulso(t) = & e—ot Sen(a)dt) = yescalén(t)

2
1-¢ (6.52)
Respuesta al escalon Respuesta al escalon

1 i 15
° i k=] 1 ; 1
2 ! 2 | E i
E’ 0.5 : i E‘ | 5 5 |
< = § < 05 | | g

0 — 0l \

0! 5 b 10 15 0 5 16 15

Respuesta al impulso Respuesta impulso
E ; 1
| 05/
© ! o
2 | =
g | s |
< | < 0 |
‘ : -05 ‘
0 5 10 15 0 5 10 15
Tiempo (s) Tiempo (3)

Figura 6. 9 a) Sistema sobreamortiguado b) sistema subamortiguado

La salida del sistema ante una entrada en rampa unitaria sera la integral respecto
al tiempo de la respuesta al escalon unitario:

Dpto. Electrénica, Automatica e Informatica Industrial 149



Capitulo 6: Analisis temporal de sistemas de 1¢r y 2° Apuntes de Regulacion

—ot t
yrampa(t) = k[t - E + e_ Sen(a)dt + g)j = I yescalén(z-)d T
0

a)n a)d

(6. 53)

Respuesta al escalén Respuesta al escalén

1
© =}
2 2
5 05 =
S £
< <

0

0 5 10 15

15

23
,

10
° =]
2 2
= =
£ £
< 5 <

0 L L

0 5 10 15 0 5 10 15

Tiempo (s)

Tiempo ()

Figura 6. 10. Respuesta a la rampa unitaria con ganancia estatica unitaria a)
Sobreamortiguado b) Subamortiguado

6.3 Retardo puro

Como consecuencia de la inercia de los elementos de almacenamiento de energia

que hay en los sistemas, suelen aparecer retardos netos de tiempo entre la sefial de salida
respecto a la excitacion de entrada.

Hay muchos modelos de plantas que usan retardos puros en su funcion de
transferencia. Asi, por ejemplo, en la propuesta de Ziegler-Nichols para sistemas que
ante una entrada en escalon, su salida se aproxime a un sistema sobreamortiguado, el

modelo del sistema se configura con un retardo en la transmision mas un polo de primer
orden:
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k
G,(s)~"" ——
o(s) 1+sT (6. 54)
A
u(t) Planta y(®)
|
A
i Planta i
K | |
i i Modelo
— L —k— T >

Figura 6. 11. Propuesta de modelado de plantas de Ziegler-Nichols

El término e*" , por el teorema de traslacion temporal de las transformadas de
Laplace, corresponde con un retardo puro de tiempo, siendo T4 el tiempo de ese retraso.
Este concepto es empleado cuando se quiere expresar analiticamente un desfase de
tiempo en la propagacion de la sefial al pasar por el sistema.

Esta expresion es no lineal y hace que la relacién causa efecto no se pueda
formalizar en una FDT de polinomios de coeficientes constantes. Por tanto, no es del
tipo LTI. Sin embargo, existen varias aproximaciones de la funcion exponencial en
términos lineales e invariante con el tiempo. Para valores pequefios de tiempo de retardo
se puede aproximar a un polo de primer orden:

o 1

e =
1+T,s

Aungue es mas correcto mediante la aproximacion de Pade:
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(6. 55)

Esta aproximacion hace que las plantas que tienen un retardo puro se conviertan
en sistemas de fase no minima, al tener un cero en el semiplano positivo. Los sistemas
de fase minima son aquellos cuyos polos y ceros, de su FDT LTI, se encuentran en el
semiplano negativo del dominio complejo.

Ejemplo 6.2

El equipo de practicas Peltier ante una respuesta de 5V en escaldn, su
salida es:

Respuesta del equipo Peltier

7 T T T T T T T T

Experimental

Modelo Z-N

Amplitud

0 I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Tiempo (sec)

Modelar la planta segun el criterio de Ziegler-Nichols y su FDT de tipo
LTI.

La ganancia estatica del equipo Peltier vendra dada por el valor final en el
régimen permanente ponderado por la amplitud del escalén:

k=212 _12
5

Sobre la grafica se observa que hay un retardo puro de 4s y que el sistema tarda
en alcanzar el 95% del valor final en 45 segundos:
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41
Tg=4s 3T =45-4=41s>T :3:13.663

El modelo de Z-N y su aproximacion por Pade seran:

T
PR S
Gp(s):e_STd ~ 2
1+sT 4 Ty 1+5sT
+-%5
dando valores,
122 1-2s 122 _s—0.5 0.09

G,(s)=e"* = =
1+13.66s 1+2s1+13.66s s+0.5s+0.073

. A

Empleando una aproximacion mas simplificado del retardo, e = TS el
+T,s

sistema queda como:

1.22/(4-13.66 0.09 0.045
6,9~ (4-13.66) _

$+0.25)(s+0.073) (s+0.25)s+0.073) N (s+0.07)s +0.525)

Similar a la ultima expresion conseguida por otra técnicas de identificacion de
sistemas y usadas en las practicas de la asignatura.
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6.4 Problemas

Ejercicio 6.1

Dibujar aproximadamente, la respuesta al impulso, escalon y rampa del sistema
cuya FDT es:

G(s)= 1

:s+10

Ejercicio 6.2

Dibujar la respuesta al escalon del sistema de:

2s
G(s)=——
) S+2

Ejercicio 6.3

La figura representa la respuesta al escalon de un sistema de FDT desconocida.
Obtener la respuesta del sistema ante una entrada en impulso:

Step Response
T

1.81 7

161 T

141 7

121 7

mp

litu 1+ B

de

0.8 7

0.6 T

041 7

0.2 7

I I I I
0 1 2 3 4 5 6
Time (sec)

Ejercicio 6.4

Dibujar aproximadamente la respuesta al escalén de los siguientes sistemas:

1 10
G =7 G =10
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1
G;(s) :s_—l
2
GJQ_KS+D@+2)
G7 (S) = .1 .
(s+1+ j)(s+1-))
1
Gy (s) = m
Ejercicio 6.5

Capitulo 6: Andlisis temporal de sistemas de 1¢r y 2°

G4@)=%E%
66@)=z;;5%315
G36)2(5_1+j;s—1—j)
Gm@)=Z§%]3

El sistema de la figura est4 formado por 3 bloques de FDT desconocidos. En su
interior se ha representado la respuesta a diferentes entradas. Encuéntrese la FDT del
sistema. ¢ Es estable el sistema resultante?. ;Cdémo respondera al escalon?.

Respuesta al impulso

A

+ 1

- —_

Respuesta al escalon

v

Respuesta al escalén

Ejercicio 6.6

El equipo de préacticas de control de temperatura sobre una célula peltier tiene el
siguiente diagrama a bloques:

i Upcona(8)
ucp(s) | o (S) AT (S) Acond
Amplificador Transconductivo Celula Acondicionamiento
— — ) » 10 [V —
100 [mS ] Peltier 20 ‘: K_:|
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La dindmica de la Peltier es aproximado por:

AT (t)

P.(t) = L CAT()

P.(t) ~[aT,];i, (t) (linealizacion)

donde

Ucp(t): tension de control peltier

Ip(t): corriente que circula por la Peltier

AT(t)=T.-T¢, T=temperatura cara caliente
T=temperatura cara fria

uaconp(t): tension de salida proporcional a AT(t)

Pe(t): potencia eléctrica dada a la peltier

o coeficiente de Seebeck 0.003 V/K

Ante una entrada en escalén de 5V, la
respuesta es la dada por la figura. Considere que

7

la temperatura ambiente es de 20°C.

Determinar: of
a) FDT equivalente
b) Diagrama de bloques |

C) Calculo de RH Yy Cth

Ejercicio 6.7

Dibujar la sefial de salida ante una entrada en escalon unitario, para los
siguientes valores de k: a) 0.02; b) 0.125; c) 2.5, comparandolos en cuanto a t,, ts, My y
tr.

> » U S
s(s+1)
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Ejercicio 6.8

A un sistema que ante escalon unitario responde con y(t)=5-5e" se le afiade en
serie un integrador y se realimenta el conjunto unitaria y negativamente.

a) Obtener la respuesta impulsional del conjunto.

b) Dibujar la respuesta a una entrada en escalon de 3 unidades de amplitud.

Ejercicio 6.9

El sistema de la figura responde ante una aplicacion brusca de una fuerza de
20kg apartandose de su posicién de equilibrio como se indica a continuacion:

Ax(t)

»>

k 20k
l g

0.1m

M

Determinar M, B y k.
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