Modelado matematico de los
sistemas dinamicos

En la prediccion del comportamiento dindmico de un sistema (fase de analisis), o
en su mejora en la evolucion temporal o frecuencial (fase de disefio), se requiere de
modelos matematicos tanto del equipo como de las sefiales que hay en su alrededor.
Este requisito es cada vez mas importante en las nuevas fases de elaboracion y
produccion de los equipos y esta relacionado con la competitividad de las empresas.
Hoy en dia, cuando un nuevo producto se esta disefiando, antes de iniciar las etapas de
realizacion fisica del sistema, éste debe haber superado las pruebas de la simulacion.
Los simuladores son programas de ordenador que predicen el comportamiento dindmico
de los sistemas. Estos paquetes de software se basan en el modelado matematico de los
elementos que constituyen los sistemas y de las sefiales que les atacan®. La validez de
los simuladores depende de la aproximacion que hay entre los modelos matematicos de
los componentes y sus verdaderos comportamientos fisicos. Luego una mayor
sofisticacion en los modelos supondrd una mayor veracidad al comportamiento real,
produciendo casi nulas diferencias entre lo indicado por la simulacién y su
implementacién fisica. Por tanto, no es de extrafiar la importancia que tienen los
simuladores en las empresas.

! Por ejemplo, en Ingenieria Electronica es ampliamente utilizado el programa PSPICE. Al
emplear este programa se utilizan unas librerias de modelos de los componentes electrénicos, de esta
forma es posible analizar o disefiar los circuitos.
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Hay una gran variedad de modelado dinamico, se podrian citar areas de la
construccion, la aeronautica, la produccion industrial o la logistica, entre otros. Pero
concretando sobre los sistemas de control, estos suelen tener componentes eléctricos y
mecénicos, aunque algunos también llevan elementos neumaticos e incluso hidréulicos.
En este capitulo se va a tratar del modelado de algunos sistemas eléctricos y mecanicos.
De otro lado, la importancia en la Ingenieria de Control de los motores de corriente
continua de imanes permanentes y sus transductores marcara un apartado distinto. Para
finalizar, también se estudiara el modelado de los sistemas térmicos.

4.1 Sistemas eléctricos y electronicos

En estos sistemas se aplicaran las leyes de Kirchhoff, tanto los métodos de
mallas y nudos. Por ejemplo, el programa PSPICE suele emplear el método de los
nudos.

Para el analisis de los cuadripolos eléctricos se empleard, en este caso, el método
de mallas y se tratard de obtener el conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales que
expliquen las relaciones entre las entradas y las salidas. Posteriormente, se aplicara las
transformadas de Laplace y se conseguira la FDT, ya sea por tratarse de un sistema LTI
0 por un proceso de linealizacion.

En el capitulo 2, en el ejemplo 2.3, se ue(to ANy ous(t)
habia analizado la relacion entre la tension de R
salida y entrada en un cuadripolo RC. ‘ ‘
Considerando condiciones iniciales nulas, se N Tc O
obtenia facilmente la ganancia de tension y por o

tanto su FDT:

- o
ve(tlo - A - ous(t)
- g R1 ‘ R2

ue(t)=Rccm5t(0+us(t) ‘

C1 c2
N
O ol
Aplicando transformada de Laplace, con
condiciones iniciales nulas: Figura 4. 1 a) Cuadripolo RC b) Cuadripolo
R1C1-R2C2

1
A= res

Un cuadripolo algo mas complejo es el mostrado en la figura 4.1 b. A simple
vista parece que resulta una cascada en serie de dos circuitos RC y que podria decirse
que su FDT, por lo estudiado en el anterior capitulo, es el producto de los dos bloques:

1 1

A,(S)=A/1(S)'A/2(S):1+ R1ClS.1+ R,C,s 4.1)
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Sin embargo, el resultado es falso. No se ha cumplido con la definicion de
blogue, dada en el anterior capitulo (ver apartado 3.3). Para que sea un bloque, la sefal
de salida del subsitema sé6lo debe depender de la entrada. Sin embargo, en este ejemplo,
la salida del primer cuadripolo esta acoplada con la impedancia de entrada del segundo.

No es verdad que la relacion que hay entre la tension del condensador 1y la
entrada sea:

U, (t) = Rlclucl(t)+ ucl(t)

La corriente que circula por Ry es la que circula por C; mas otra corriente que
pasa por R,. Se observa que existe un acoplamiento entre los dos cuadripolos. Es un
problema de adaptacion de impedancias entre los dos subsistemas eléctricos. El
planteamiento correcto podria hacerse a través del método de las mallas:

U, (t) = Ry (Cyu, (t)+ Cyuy () +ugy (t)
Ugy (t) = R,C,, (t)+ U, (1)

u(t)=u,, (1)

En el conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales se hace notar que la corriente
que circula por R, es igual que a la de C,, lo que supone que la impedancia que ve la
salida hacia el exterior es infinita. Esta consideracion es valida bien porque se esta
empleando un equipo de medida en la salida o bien se encadenara la salida a una
estructura de amplificacion lineal con operacionales, la cual presenta la caracteristica de
alta impedancia en su entrada.

Considerando condiciones iniciales nulas, la FDT del cuadripolo 4.1b) sera:

1
" RC,R,C,5? +(RC, +RC, +R,C,)s +1 (4.2)

A (s)

Vea las discrepancias existentes entre la ecuacion (4. 1) y (4. 2).

En el tratamiento de las sefiales continuas de las estructuras de control se suele
emplear el procesamiento eléctrico. Los sistemas que se encargan de esta tarea estan
constituidos por una combinacion de cuadripolos eléctricos pasivos y de amplificadores
operacionales. Sus posibilidades van desde la implementacion de reguladores PIDs,
hasta la construccion de las sefiales de mando, los acondicionamientos de los
transductores y acabando en la realizacion fisica de los sumadores. Desde luego, la
amplitud de este conocimiento es tan grande que existe una disciplina para su
elaboracion. Se llama Instrumentacion Electrénica. Sélo se va a dar un par de
pinceladas, las suficientes, para poder comprender la importancia de esta materia, asi
como, cumplir con los prerrequisitos necesarios para entender los aspectos de
construccién que van a verse a lo largo de este curso béasico de Ingenieria de Control.
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Amplificadores operacionales

El amplificador operacional, AO, es un circuito que resuelve de forma sencilla
muchos problemas de la Electronica de Control. Sus aplicaciones son muy diversas,
entre las que cabe destacar la implementacion de funciones de transferencia y el
acondicionamiento de las sefiales de los sensores. Este circuito se caracteriza por una
elevada ganancia de tension diferencial, al que se suele agregar una realimentacion para
controlar la dinamica de salida. Tiene una entrada diferencial, con tensiones u.+ y u.,
aplicadas al terminal no inversor e inversor respectivamente. La ganancia entre la sefial
de salida, us, y el terminal no inverso es positivo, mientras que la ganancia entre la
salida y la entrada inversora es negativa. Ademas de estos pines principales, un
amplificador operacional tiene mas patillas, como las del conexionado para la
compensacion de respuesta en frecuencia y las de la red de compensacion del
desplazamiento de tension de continua, asi como terminales de polarizacion del
operacional. El simbolo del AO es como se detalla en la figura 4.2.

Las caracteristicas de un AO ideal son:

= La de impedancia de entrada diferencial y la de cada canal respecto a
masa son infinitas.

= Ganancia de tension diferencial infinita, Aqo.
= Ancho de banda infinito.
=  Tension de desviacién de continua nula

= Ausencia de desviaciéon de las anteriores caracteristicas con la
temperatura.

Debida a la elevada éganancia de tension diferencial en la practica, Aqo (valores
tipicos de por encima de 10°), el AO es practicamente incontrolado en lazo abierto, ya
que facilmente se satura. A primera vista puede parecer una desventaja, en cambio es
una de sus mayores virtudes. Aplicando una fuerte realimentacién sobre el AO y gracias
a la teoria de realimentacion, las propiedades ideales de los AO son alcanzadas en la
practica. De forma que si la tension diferencial en la entrada es menor a la tension
térmica, V1, el AO se comportara de forma cuasi-lineal; en caso contrario se saturara. El
modelo del AO entre la tension
diferencia y la salida es visualizado vy S —
aproximado analiticamente por: /’

Uy =U, —U_

+V, uy, >V

Us = Ado'ud |ud|<VT : F
-V Uy, <-V; 2 B

c

La realimentacion negativa se requiere para mantener la tension diferencial de
entrada, ug, dentro de los méargenes de comportamiento lineal del AO. Para estos casos,
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la ug en valor absoluto sera menor que la tension térmica y en el andlisis de los circuitos
con AO (siempre que tenga realimentacion negativa), se puede suponer que las
tensiones de los terminales de entrada son practicamente idénticas:

lug| <V — u, =u

+ —

La primera estructura a tratar es el amplificador de tension. Los amplificadores
de tension se caracterizan por tener una alta impedancia de entrada y una baja
impedancia de salida. Su mayor utilidad es la adaptacion de impedancias entre distintos
bloques electronicos. Una de sus posibles implementaciones se basa en una
realimentacion unitaria con un amplificador
operacional.

En la Electronica de Control es muy  Ue
utilizado los amplificadores de tension para hacer -
sefiales de mando o para hacer FDT determinadas.
En el caso de sefiales de mando, los )
potenciometros suelen ser empleados como Ve '
instrumentos en manos de los usuarios que fijan R ¢ 3
un cierto nivel deseado de gobierno. Para }pR

convertirla en sefial de mando, la variabilidad de
la resistencia dada por el usuario es convertida en
un divisor de tension, cuyo valor es mantenido por

el amplificador de tension: Senal de mando

0<¢<1

Otra estructura muy utilizada es el
amplificador inversor (ver figura 4.3). El potencial en
la entrada diferencial del AO es practicamente nulo.
La corriente que circula por la resistencia en la Rmmi

0

ue

entrada es igual a de la salida, luego:

También se puede construir un amplificador
no inversor. En vez de realizar la realimentacién
unitaria como en el seguidor de tension, se utiliza un
divisor de tension. Con el mismo razonamiento, se
obtendra su ganancia de tension:
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R, R, u(t) "~ R W
La arquitectura de los amplificadores
diferenciales es empleada para la
construccion de los amplificadores de Uy °
error. Estos circuitos hacen una resta
analogica de la tensiébn en la entrada Ug
positiva con la entrada negativa. La
diferencia es amplificada por una
constante. Una de las formas de obtener la
FDT es mediante la aplicacion del
principio de superposicion. Véase la
ganancia de la entrada positiva y de la
negativa:

wl)_u0-u0 | w0 R -

Figura 4. 3. Amplificador diferencial

u, =Aug +Au,

R2) R2 R2 R2
=1+ |- =—1=> U,=—(ug—u
Al[ leR1+R2 R1 ° (Us ~u,)
__R2
> Rl

Cuando se hace procesamiento analdgico lineal de la sefial se suele emplear
bien estructuras inversoras o no inversoras de amplificadores operacionales. Las
realizaciones fisicas son disefiadas como una combinacion de cuadripolos pasivos con
una de estas dos estructuras definidas de AO. Las redes pasivas RLC aparecen definidas
a través de dos conceptos: la ganancia de tensidn en circuito abierto de salida, A, y la
impedancia de transferencia en cortocircuito, Z.

Sea un cuadripolo eléctrico genérico

. . : 9 + +

pasivo, se define la ganancia de tension en 0t ) 0

circuito abierto como la relacion entre la tension l Cula}d:'PC"O l Ug
H electrico

de _sallda respecto a la entrada cuando la

corriente de salida es nula: -

La impedancia de transferencia en
cortocircuito esta dada por el cociente entre la
tension de entrada y la corriente de salida,
cuando la tension de salida es nula:

Figura 4. 4. Estructura inversora
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La ganancia de tension en circuito
abierto es empleada en las estructuras de
amplificacion no inversora. Cuando se

encadena la red pasiva a este amplificador, la —
salida del cuadripolo pasivo ‘ve’ una
impedancia casi infinita, la propia de la u, - Z, =
entrada del operacional. La ganancia de \
tension del conjunto sera: < ; Jj
R2 . .
A, (S) = [1 + ﬁj A(s) Figura 4. 5. Estructura inversora

Cuando se emplea una estructura inversora se hace uso del concepto de
impedancia de transferencia en cortocircuito. Al analizar el circuito de la figura 4.5, se
observa que tanto la salida de la red pasiva 1 y de la 2, la primera vista desde la entrada
y la segunda desde la salida, estdn cortocircuitadas por tener en la entrada diferencial
del operacional una tensién practicamente nula.

La corriente de salida del cuadripolo 1 y la del 2 son iguales pero de signo
contrario. La FDT del conjunto esta definida en la relacion de las dos impedancias de
transferencia en cortocircuito con signo negativo, dado por los sentidos de la corriente,
indicando el caracter inversor de la estructura:

Z,
Zl

A partir de estas dos formas de procesamiento de la sefial analdgica, se
construyen FDT ayudados por tablas de cuadripolos pasivos. En las tablas adjuntadas en
el anexo, aparecen por cada red pasiva RC, la ganancia de tensién en circuito abierto y
la admitancia de transferencia en cortocircuito. Resulta obvio que la relacion entre la
impedancia y la admitancia de transferencia estéa en su inversa.

4.2 Sistemas mecanicos

Los movimientos de los sistemas mecanicos se pueden clasificar como de
traslacién o de rotacion o de una combinacion de ambos. Las ecuaciones que definen la
dindmica los sistemas mecanicos estan formuladas por las leyes de movimiento de
Newton.
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Movimiento de traslacion

Son los movimientos que se caracterizan
por el desplazamiento de un cuerpo a lo largo de  f; a
una linea recta. La ley de Newton sobre cuerpos RS
rigidos dice que la suma algebraica de fuerzas es
igual a la masa del cuerpo por el vector de la
aceleracion:

Zfi=|v|-a 4.3)

En la relacion causa-efecto  del
desplazamiento, los cuerpos sometidos a un y(t)
conjunto de fuerzas pueden ser modelados a f(t)
través de tres elementos base: masa, resorte o —  — *
muelle y rozamiento o friccion. La masa es la
propiedad de un elemento de almacenar energia
cinética del movimiento de traslacion:

f(t)=M y(t) (4.4)

Muelle es un elemento que almacena energia potencial al ser sometido por una
fuerza externa:

f(t) =ky(t) (4. 5)
Siendo k la constante del muelle. En cuanto a la
friccion o rozamiento, ésta se modela por la conversién de la f(t)
potencia mecanica en flujo calorifico, fenébmeno que aparece —
cuando se deslizan dos superficies que estan en contacto. Su é—/\(\‘/\"\—
expresion matematica es no lineal. Existen tres tipos de —
modelos: friccién viscosa, friccion estatica y friccion de y(t)

Coulomb. La primera es lineal y las otras dos siguientes no
son lineales. En este curso sélo se empleara el rozamiento
viscoso para simplificar la funcién de transferencia de estos
sistemas. 3

Y

1

—

ft)=By

La friccion viscosa representa la relacion lineal entre
la fuerza aplicada a un cuerpo con la velocidad de
desplazamiento entre este cuerpo y otro que esta en contacto
con él. Se modela como un pistén que se mueve dentro de un cilindro. El piston se
desplaza dentro del cilindro a través de una pelicula de aceite. El aceite resiste cualquier
movimiento relativo entre el piston y la concavidad del cilindro. Este efecto es debido a
que el aceite puede fluir alrededor de la cdmara del piston. En este tipo de rozamiento,
la transferencia de energia mecénica a calorifica es de caracter lineal. La expresion
matematica es:

Figura 4. 6. a) Muelle b)
Friccion
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f(t) = By(t) (4.6)

Donde B es el coeficiente de friccion viscosa. Desde el punto de vista del
andlisis dimensional, las unidades en el sistema internacional de los elementos de
modelado de los movimientos de traslacion estidn relacionadas con las expresiones
(4.4),(4.5)y (4. 6):

Magnitud Fisica S.1.
Fuerza N
Masa kg

k N/m
B Ns/m

Ejemplo 4.1

Obtener la relacion causa efecto entre
la fuerza aplicada a un carro sujeto a la pared
a través de un muelle y el desplazamiento que
se produce en éste. La masa del carro es M, el
coeficiente del resorte es K y el rozamiento
entre las ruedas y la superficie se modela con el coeficiente de rozamiento
viscoso B. Considere condiciones iniciales nulas.

La ecuacion diferencial que explica el desplazamiento del carro segun el eje X,
en la misma direccién que la fuerza, es:

F(t) = M X(t) + Kx(t) + BX(t) 4.7)
Aplicando transformadas de Laplace resulta la FDT pedida:

X(s) 1
F(s) Ms?+Bs+1 (4.8)

G(s) =

Sistemas analogos

Se denominan sistemas analogos aquellos que tienen igual modelo matematico
pero son diferentes fisicamente. Las ventajas que tiene este proceder son dos
basicamente:

Dpto. Electrénica, Automatica e Informatica Industrial 81



Capitulo 4: Modelado de los sistemas dinamicos Apuntes de Regulacién Automatica

1. La solucion de la ecuacidon que describe un sistema fisico puede ser
resuelta por un sistema anélogo de otro campo fisico. Por ejemplo, si
se convierte un sistema mecanico a un circuito eléctrico equivalente,
se podré aplicar todas las herramientas de la teoria de los circuitos
eléctricos.

2. Facilidad en el trabajo experimental. Resulta mas econémico montar
un circuito eléctrico que un montaje mecanico y las medidas son mas
asequible y hasta més fiables.

Existen varias analogias entre los movimientos de traslacion y los circuitos
eléctricos. Se ha elegido una de ellas, la que resulta mas sencilla:

sistema eléctrico

fuerza corriente

desplazamiento potencial

Ejemplo 4.2

El esquema de la figura
muestra el comportamiento
dinamico de wuna prensa . Rozamiento visoso
hidraulica. Al dar presion al
fluido, P, transmite una fuerza
sobre el piston que al
desplazarse comprimira al
cuerpo. Este efecto se I Mesa desprecavle
modela por un muelle, cuya [i@/ I
constante es k,. Ademas, se K
considera despreciable la 3~ v
masa del cuerpo a comprimir
respecto al de la prensa. No
asi la masa del piston, al que se le asigna por la letra M. La dinamica del
tablero, donde se apoya el cuerpo, es modelada por cuatro amortiguadores de
constante k. Se pide:

a) Ecuaciones fisicas del sistemas
b) Linealizar el sistema cuando la presion del fluido sea nula, P=0.
c) Diagrama a bloques

d) FDT entre la causa (variacion de la presion) y el efecto (grado de
compresion del cuerpo).
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a) La fuerza dada por el fluido se suma a la de la propia gravedad de la masa del
piston. Ambas desplazaran el piston hacia abajo, dando lugar a un rozamiento entre las
paredes del émbolo y el piston. Estas fuerzas comprimiran al cuerpo y el tablero se
opondra a deformarse.

Para obtener el conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales de la prensa se
emplea las analogias entre los sistemas mecanicos de traslacion y los sistemas
eléctricos, de cuya representacion se conseguira las ecuaciones del sistema:

kp

AT

£ L £
_ J |

Ap(t)+Mg = MX(t)+ BX(t)+ ko (x(t) - y(t)): K, (x(t) - y(t) = 4kylt)

—)

El nivel de compresion del cuerpo es una variable dependiente entre el
desplazamiento del pistdn y del tablero, al que se le designara por z.

X(t)-y(t)=z(t): k,z(t) = 4k(x(t)-z(t))

b) Se hace notar que la fuerza de la gravedad del cilindro produce un término
constante que hace necesario la linealizacion de las ecuaciones diferenciales, para luego
obtener el modelo incremental. En el punto de equilibrio, esto es, sin presion, marcara
las condiciones de reposo:

P=0N/m*> —Mg =K, (X, —Y,)=4ky,

4k’ k k 4k

p p

M M 1 1
YO_ig' X0:g+yo:Mg[+J

La dindmica del sistema es una funcion que depende de la presién, p(t), de la
primera y segunda derivada del desplazamiento del cilindro respecto al tiempo, X, y de
la compresion del cuerpo, z. Procediendo a linealizar a:

AAD(t) = MAR(t)+ BAX(t)+ k ,Az(t)
k Az(t)=4k(Ax(t)- Az(t))

p

c) El diagrama a bloques entre la compresion del cuerpo (efecto) y su causa
(presion en el fluido), estara definida por las siguientes FDT:
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AAp(s) - k,Az(s) = (Ms? + Bs JAx(s)

Az(s)= kélwa(s)

p

1 A*k
> [

M.s2+B.s

h 4

Dp(s)

d) Sélo faltara aplicar la expresion de estructuras de realimentacion negativa y el
encadenamiento en cascada para obtener la FDT solicitada:

Az(s) _ . 4k
Ap(s)  (Ms? +Bs )k, +4k )+ 4k -k,

En la analogia del sistema mecénico al circuito eléctrico, las fuerzas se
convierten en fuentes de corriente y los desplazamientos mecanicos suponen los nodos
de potencial.

Movimientos de rotacion

Los movimientos de rotacion se definen como extension de la ley de Newton: La
suma algebraica de momentos o pares alrededor de un eje fijo es igual al producto de la
inercia por la aceleracion angular alrededor de un eje. Los elementos bases constitutivos
son: el momento de inercia, el resorte torsional y la friccidn viscosa.

Inercia, J, se considera a la propiedad de un elemento de almacenar energia
cinética del movimiento de rotacion:

T(t)=Ja(t)=Jat)=J9(t) J= > mr?

T
XM :
v J= EMr2 (Momentode inercia cilindro)

Figura 4. 7 Momento de inercia
de un cilindro Donde r es el radio del cilindro de masa M y
a, o y 6 son la aceleracion, velocidad vy
desplazamiento angular respectivamente del cilindro.

84 Dpto. Electrénica, Automatica e Informatica Industrial



Apuntes de Regulacion Automatica Capitulo 4: Modelado de los sistemas dindmicos

Resorte torsional, k, es el elemento que almacena
9 energia potencial por desplazamiento de unidad angular:
-

7 7 ' T(t)=ka(t)

T Friccion viscosa del movimiento de rotacion, B,
OﬁD B modela el rozamiento provocado por la velocidad angular
entre el cilindro y la superficie de contacto:

T(t)=Ba(t)=Bt)

En el anélisis dimensional, las magnitudes fisicas de los elementos de modelado
de los movimientos de rotacion en el sistema internacional son:

Mag.Fisica
T Nm
J kg m?
k Nm/rad
B Nm s/rad

En la analogia con los sistemas eléctricos, el par mecéanico sera analogo a la
corriente eléctrica y el desplazamiento angular con el potencial eléctrico. Los pares
mecanicos seran representados como fuentes de
corriente y el desplazamiento angular como nodos del
circuito eléctrico.

M——

D

42.1.1 Conversibn entre movimientos de

[ ]
-z .z 4 r
traslacion y de rotacion ? /2,:

Hay una gran variedad de aplicaciones que
requieren que el movimiento circular de los motores se
convierta en un desplazamiento lineal. Una de las
formas de conseguirlo es a través de las poleas, cuya

base da origen a las cintas transportadoras. Para su M
estudio, se considerard que el momento de inercia = TEEEmm———
equivalente que ve el eje del motor es igual a la masa v

7/
trasladada por la cinta, M, por el radio de la polea al ’
cuadrado: ﬂ
4

J=M-r2  T(t)=(Mr?)- ()

Si en vez de emplear las poleas, se hace conun L. . .

) R p igura 4. 8 a) Conversién mediante
sistema de cremallera, el modelado es idéntico. SOl0  gjeas b) usando el método de la
faltard sustituir, el radio de la polea por el radio del  c¢remallera
pifién. Otro caso parecido resulta de la conversion del
movimiento circular en traslacion a través de un tornillo sin fin. EI par mecéanico sera
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igualado al momento de inercia equivalente, donde el radio serd determinado por la
traslacion producida en un paso del tornillo sin fin, L, i.e. la longitud de la
circunferencia:

(4.9)

4.2.1.2 Trenes de engranajes

Las velocidades angulares de los motores suelen ser mucho mas elevada que el
nivel de rotacion que hay que dar a la carga. O por el contrario, el par necesario en la
carga es bastante mas alto que el dado por el motor. Para adaptar la potencia mecanica
entregada por el motor a la carga se hace uso de los trenes de engranajes. Estos sistemas
mecanicos transmiten la energia de un punto a otro, adaptando la velocidad angular y el
par mecénico. En la analogia eléctrica, los trenes de engranajes hacen el mismo papel
que los transformadores eléctricos. En los transformadores, la potencia eléctrica es
practicamente igual en la entrada y en la salida y su funcion es adaptar los niveles de
tension y corriente. Los trenes de engranajes transmiten la potencia mecanica, casi sin
pérdidas, y adaptan la velocidad angular y el par de la entrada a la salida.

El modelado ideal de los trenes de engranajes se hace a partir de tres supuestos:

1. El nimero de dientes sobre la superficie de los engranajes, N1 y Ny, es
proporcional a los radios ry y r»:

h_D5

N, N, (4. 10)

2. La distancia recorrida por la periferia de cada engranaje es la misma,
igualando las circunferencias de ambas segun el desplazamiento angular dado para un
tiempo determinado, 4y, :

gl(t)rl =9, (t)rz (4.11)

3. La potencia transmitida en la entrada en un engranaje es igual al que se da en
la salida, ya que se supone que no hay pérdidas:

9 TN,

=

>,

, (4. 12)

T2 ) (t )Tl (t) =4, (t )Tz (t)
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A partir de estos tres supuestos se consigue las siguientes razones:

Tl(t) _ ‘92(t) _h N, _ 0)2('[)
T, (t) B ‘91(t) B E - N_z B a)l(t) (4.13)

Notese  que las
relaciones de desplazamiento
angular entre los i 9

engranajes, 4, son idénticas a TMD U
1%
2

sus velocidades, . LoS

trenes de engranajes reales se i
modelan  como  ideales
acompariados de unas

perdidas debidas a los

rozamientos. En la figura 4.9 9
se muestra una
representacion  simplificada

del arrastre de una carga por B,
parte de un motor eléctrico a

BZ
través de un tren de  Tm ] T, T Je
engranajes. T

Analizgndo la Sa_"_da, Figura 4. 9. a) Modelado de los trenes de engranajes reales b)
el par mecanico transmitido  Circuito eauivalente

es igualado al momento de
inercia de la carga y a la friccion viscosa producida en los cojinetes de salida:

T,(t)=3.9,(t)+B,%(t) (4.14)

La potencia dada por el motor se transmitird por el tren de engranajes y habra
pérdidas por los rozamientos. Introduciendo la ec. (4. 14) y las razones del tren de
engranajes, se trasladara la carga a la entrada y quedara definida su ecuacion dinamica:

T ()= B, :(0)+ (1), =B, gl(t){%ch gl(t){%f B, 1)

2 2 (4. 15)
.
T()= T, 1)
v ]
% (t): N_z‘gl(t
J

Los elementos de modelado de la salida (el momento de inercia de la carga y los
rozamientos de salida) son vistos desde la entrada como otros equivalentes ponderados
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por la relacion del tren de engranajes. Similares resultados se consigue en el estudio de
los transformadores eléctricos:

2
N
Beq =B, + BZ(N_lj

2

) = T,(t)=Beqd,(t)+ Jeqd(t)
Jeq = J{%)
’ (4. 16)

4.2.1.3 Cadenas mecanicas

Las cadenas mecanicas permiten transmitir la energia mecanica a mayor
distancia que los trenes de engranajes. Sin embargo, las cadenas son menos precisas en
su transmision y tienen mayores pérdidas. Para su modelado, se supone que no hay
deslizamientos entre la cinta transportadora y las poleas, las ecuaciones son similares a
las de los trenes de engranajes:

4 (t)rl =4, (t)rz (4.17)

(4. 18)

SR
X

T,

4.2.1.4 Palancas?

Los sistemas de palanca transmiten movimientos de
traslacion. La fuerza en la entrada produce un par que es f2
dado en la salida. Considerando que los brazos de la }_>
palanca son cuasi-ortogonal con las fuerzas: X,

En cuanto al trabajo realizado, dara una relacion con
el desplazamiento de traslacion y con las distancias al
centro de la palanca:

fOx)= %)

2 Arquimedes dijo “Dadme una palanca y un punto de apoyo y moveré el mundo”
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f, (1) %) 1,
RO @) 1

4.3 Sistemas electromecanicos

Muchos de los equipos presentes en la industria son una combinacion de
elementos mecanicos y eléctricos-electronicos. Posiblemente el motor eléctrico sea el
mejor exponente de lo comentado. Pero antes de entrar en los motores, se va analizar
dos transductores asociados a estos. Los motores eléctricos, y en general cualquier
motor, necesitan de transductores que conviertan sus magnitudes fisicas de velocidad y
desplazamiento angular en sefiales eléctricas. Los sensores mas empleados son los
tacémetros y en un mayor auge, por su caracter digital, los encoders.

Los tacOmetros son
transductores que convierten la energia
mecanica en eléctrica. Suelen ser

dinamometros (generador de cc) que O

dan una tensién proporcional a la jj 3 +

velocidad angular. El eje del tacometro N

esta unido solidariamente al eje del \ Upr (t) = Kpr o, (t)
rotor del motor. La salida del L

tacometro es una tension inducida por
la velocidad angular del motor. Esta
tension es de caracter proporcional a la
velocidad angular y esté definida por la constante del tacémetro, kpr. El tacometro es
visto por el motor como una carga mas en su eje. Se suele modelar con un momento de
inercia.

Figura 4. 10. Dinamo tacométrica

Los encoders o codificadores incrementales son transductores que convierten el
desplazamiento lineal o rotatorio en un coédigo digital. Un encoder rotativo esta
constituido tipicamente por: una fuente de luz (normalmente un led), un disco giratorio
y una mascara estacionaria, junto con un detector de luz.

Este transductor se encuentra conectado al rotor :
del motor. Al desplazarse, empezard a girar el disco, oo
cuya serigrafia dejard pasar o no la fuente de luz,
generando pulsos eléctricos. Un mayor numero de
pulsos indicara un mayor desplazamiento. Pero,
ademas, el encoder también podra estimar la velocidad
angular, como consecuencia de la frecuencia de los
pulsos de la salida. Cuando se dice que es un
codificador incremental, indica que la posicion gque esta
dando es relativa a cuando empez6 a contar los pulsos. Este transductor da una posicion
relativa y no absoluta, como hacen otros transductores, como por ejemplo, un
potenciémetro rotativo, cuya tension de salida es proporcional a una posicion de
referencia.
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El encoder puede tener una Unica sefial de salida, llamada normalmente canal A,
0 dos sefiales, canal A y B. Si se tiene un solo canal medird el desplazamiento
incremental, sin tener en cuenta si es en el sentido de las manecillas del reloj (SMR), o
en el sentido contrario (SCMR). Para la determinacion del sentido giratorio se empleara
el canal B que dependiendo del desfase entre A y B indicara el sentido del movimiento
circular.

Rotacién SMR Rotacién SCMR

Y
Y 3

Y

900 900

Motores de corriente continua

Estos sistemas electromecanicos son ampliamente utilizados en la industria. La
mayoria de las aplicaciones basadas en el posicionamiento emplean accionamientos
basados en motores de corriente continua (cc). No se suelen emplear los motores de
corriente alterna para estas tareas. Los motores de corriente alterna son mas robustos y
con menor volumen con relacion al par desarrollado, pero son mas dificiles de gobernar,
especialmente en posicion. Por otro, el desarrollo tecnoldgico de los motores de imanes
permanentes basados en tierras-raras, ha alcanzado una alta relacion par-volumen.

Ademas, en la evolucion de los motores eléctricos de cc se han construido los
rotores sin hierro, cuya prestacion supone tener un momento de inercia equivalente muy
bajo, mejorando su comportamiento dindmico. Esta caracteristica supone tiempos muy
cortos en alcanzar el régimen permanente. Este beneficio lo ha hecho ideal en
aplicaciones de control de unidades de cinta, discos, maquinas herramientas o robética,
por citar alguno de los muchos ejemplos que se podrian decir.

4.3.1.1 Principio basico de los motores de cc

Los motores eléctricos convierten la energia eléctrica en energia mecanica. Esta
transformacion se fundamenta en ‘bafnar’ con un flujo magnético una corriente eléctrica
que circula sobre un cuerpo mavil (rotor).
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Segun la ley de Ampere, se produce una fuerza como consecuencia del producto
vectorial entre el flujo magnético, B, y la corriente que circula por el rotor, i;. Esa fuerza
al realizarse sobre la superficie exterior del rotor producird un par mecanico. El par total
desarrollado sera el sumatorio de las fuerzas parciales producidas por cada circulacion
de corriente de los conductores alojados en el rotor por su radio. Al ser el radio un
parametro SRMANEE
constructivo, el : ailmensseiin \
par dado en el
rotor, Ty, sera
proporcional al
flujo magnético
y a la corriente
que circule por

Escobillas

el rotor:

T, =S Fr=ka-i, (4.19)

F, =Bxi, (4. 20)

Las espiras del rotor al estar sometidas a un flujo magnético generan una fuerza
contraelectromotriz, e,, que se opone al desplazamiento angular del eje del motor.
Efecto éste que luego se mostrara como positivo al hacer estable su dindmica, pues evita
que el motor se embale y se pierda su control:

e, =N _( .0, (4. 21)
dt

4.3.1.2 Modelo de motor de continua de iman permanente

De los motores de corriente continua, por los que mas interés muestra la teoria
de control, son por los de imanes permanentes. No necesitan de una fuente exterior para
generar el flujo magnético, facilitan el disefio del sistema de control y actualmente
ofrecen una buena relacion par-volumen. Ademas, estos motores tienen un modelo
dindmico que es lineal. La tension en la entrada sera igual a la caida de tension en la
resistencia de armadura, al efecto del flujo magnético disperso y a la fuerza contra-
electromotriz (f.c.e.m). Tanto la fuerza contraelectromotriz como el par mecanico, por
los principios basicos de los motores eléctricos, son proporcionales a la velocidad
angular y a la corriente en el rotor, respectivamente. El par de motor sera igualado a los
dispositivos de
almacenamiento y de [
disipacion de energia
mecanica equivalente,

a

O
vista desde el rotor ,
. b P

O

AN M Jn, B
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. di_ (t)
ue(t) = Rala(t) + La dt +€, (t) (4. 22)
e, (t) =k, o, (t) (4. 23)
T, () =k,i, (1) (4. 24)
d2e, do,
Tn=dn g2 +Ba gy (4. 25)

donde k; es la constante de par, [Nm/A], y kp, es la constante de la fuerza
contraelectromotriz, [V s/rad]. Tomando transformada de Laplace a ambos lados de la
igualdad y considerando condiciones iniciales nulas, el conjunto de ecuaciones algebro-
diferenciales quedara definido por las siguientes FDTSs:

U, (8) = (R, +5L, )i (5) +&,(5) (4. 26)
& (5) = Ky, (3) (4.27)

T (s)=K,i,(s) (4. 28)

T (8)= (3,5 + By, Jo,, (5) (4. 29)

El diagrama a bloques del motor quedara como:

1 1 w(s)w(s) 1 [ ]
— P K > = >
M La.stRa | ‘&) P Tm(s? Jm.s+Bm S
u(s) pos (s)
Kb 4 ws)

Del esquema se desprende una realimentacion interna en el motor que tiende a
garantizar la estabilidad de su funcionamiento. La causa es la f.c.e.m. que se opone con
mayor fuerza a medida de que aumente la velocidad angular del rotor.

4.3.1.2.1 Relacion entre kiy ky

La mayor parte de la potencia eléctrica dada al motor es convertida en potencia
mecénica. La potencia Gtil serd la corriente de la armadura por la f.c.e.m.. Esta sera
convertida en par mecanico por velocidad angular. Empleando las expresiones (4. 23) y
(4. 24) se demuestras que las constantes del motor son idénticas, aunque a veces, los
fabricantes suelen dar el valor de ky, invertido y en rpm por voltio:
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P,=ie =T, 0, (4. 30)
I8 =k b, 0, — Ik .o, =k, .0, (4. 31)
k, =K, [N.m/A]=[V.s/rad] (4. 32)

43.1.2.2 Curvas del par-motor

Una de las curvas tipicas de los motores, con independencia de la tecnologia, es
la relacion entre la velocidad angular y el par motor. Estas graficas muestran curvas de
comportamiento en el régimen permanente. Para el caso de los motores de cc de imanes
permanente, segun la ecuacion (4. 22), la corriente continua de frecuencia nula por la
armadura es:

Ve - Ky @0
) R, (4. 33)

Mientras el par mecanico en el régimen estacionario serd a partir de la ec. (4.

24):
V. -k o
T, =kila=ki(—E ° m"j
R (4. 34)
La familia de curvas estara parametrizada a T
. -, . m A
partir de la tensién dada al motor. Para un nivel de
tension determinada, la curva serd una recta de Saturacion
pendiente negativa. A medida de que aumente la k. v del circuito
velocidad del motor disminuira el par mecanico. La 1\/ | ° magnético
tangente de cada curva es identica, mostrando una R o VoS
familia de rectas paralelas: R
@
m
dT, KoKy V. >V . >.>V.>.>V >V
d = — R (4 35) en e,n-1 e, el e,2
a

m

Un exceso de par mecanico dard al traste con la linealidad del comportamiento
como consecuencia de una saturacion en el circuito magnético.

Ejemplo 4.3

La maqueta de motor de corriente continua de las préacticas de
Regulacion Automatica esta constituida por un motor MAXON de baja inercia.
Al eje del motor se le ha acoplado un tren de engranajes con una relacion
1:197, al que se considera de comportamiento ideal. El fabricante da los
siguientes datos:
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Resistencia de armadura = 7.94 Q.

Inductancia equivalente del flujo disperso = 1.54 mH
Constante del par motor = 39.3 mNm/A.

Constante de la fuerza contralectromotriz => 243 rpm/V.
Momento de inercia del rotor= 26.6 gr cm?

Experimentalmente se ha obtenido el equivalente de la carga, vista
desde la salida del tren de engranajes:

Momento de inercia de la carga = 48.5 107 kg m?.
Rozamiento viscoso = 660 10 N.m.s/rad.

Considérese ideal el tren de engranajes. Obtener su FDT total, entre la
velocidad del motor y su nivel de tension aplicada.

O
]
1
KI) So
1
1
1
1
1
mmm [l
H
(o)
\l

-
Uk e,
9, L

Los valores equivalentes de momento de inercia y de friccion que se caracterizan
desde el eje del motor serd igual a:

2
J; =26.6-107 +(1917] 48.5-10° =3.9-10"°

2
B, = (1j 660-107° =17-10°°
197

El diagrama a bloques de la maqgueta y su equivalente sera:

1 1 ]
N . P 3933 P
1.54e-35+7.94| (s m(s™| 3.9e-65+17e-6

u(s) w(s)

39.3e-3 |4

6543 e3
M= ° >
(st+5105 )(st+55)

u(s) w(s)
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4.4 Sistemas térmicos

Muchas de las aplicaciones de control necesitan del modelado de los
mecanismos de transferencias de calor. Los sistemas térmicos son aquellos que
involucran el intercambio de calor de una sustancia a otra.

Sus expresiones siguen a la ley de conservacion de la energia: la energia
calorifica introducida debe ser igual a la energia almacenada mas las pérdidas por
transmision. Dos elementos se empleardn para describir los procesos de transmision y
de acumulacion de la energia calorifica: la resistencia térmica y la inercia o capacitancia
térmica.

Resistencia térmica

En la transmision del calor hay tres maneras de producirse: conduccion,
conveccion y radiacion. Dentro del dmbito del modelado sencillo de los sistemas
térmicos, las transferencias de calor solo se van a dar por conduccion y en menor
medida por conveccion. Ambos mecanismos pueden ser expresados a través de la
resistencia térmica. Esta se define como:

R _ cambioen la diferencia detemperatura _ dT
™ cambioenel flujo decalor dq (4. 36)

El flujo calorifico transmitido de un cuerpo a otro sera igualado a la diferencia
de temperatura entre ambos cuerpos partido por la resistencia térmica. La direccion del
flujo seré en la direccion del foco caliente al frio:

R., (4. 37)

Capacitancia térmica

La inercia térmica muestra el nivel de capacidad que tiene una sustancia en
almacenar la energia térmica. Asi, por ejemplo, al calentar un depdsito lleno de agua, la
temperatura del agua indicara el nivel de energia almacenado en ese momento y la
inercia térmica sefialara la cantidad de energia que hay que ceder desde el exterior al
depdsito, para que se produzca un incremento en la temperatura del tanque. La
capacitancia se define como la relacion entre el calor entregado a una sustancia y la
variacion de temperatura producida:

_ cambioenel calor almacenado
™ cambio en latemperatura (4. 38)
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La potencia calorifica estara definida por la inercia térmica y por la variacion de
la temperatura con el tiempo, segun se desprende de la ecuacion (4. 38):

Q(t) = CTH T(t) (4.39)

La capacitancia térmica estard relacionado con la masa de la sustancia que
almacena la energia térmica, m, y con su calor especifico, c:

C;y =mc (4. 40)

Magnitudes fisicas

El flujo calorifico no deja de ser un concepto de potencia, de energia transferida
o0 almacenada por unidad de tiempo. Sin embargo, suele emplearse unidades distintas al
vatio. En los sistemas térmicos se cuantifica la potencia calorifica o el flujo calorifico en
kilocalorias por segundo. Aunque la adaptacion al sistema internacional estd en la
equivalencia entre el trabajo mecanico y el trabajo calorifico. Una caloria es igual a 4.18
julios.

Las magnitudes fisicas del resto de las variable de los sistemas térmicos son
extraidas del analisis dimensional de las expresiones (4. 36)(4. 38) y (4. 40). Fijese
sobre todo en la inercia térmica y en el calor especifico. Las conclusiones son mostradas
en la tabla adjunta:

Magnitudes fisicas Sistema Internacional

q kcal o (kJullo _ ij
s s
T K
C kcal/kg K
Rrh K/W o Klkcal
Cor {Ws/ K = Jullo} o kcal
K K
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Ejemplo 4.4

Modelar el comportamiento
dindmico de un calentador de agua
caliente. Obtener la FDT entre la
potencia entregada al calentador y la
diferencia de temperatura entre el
agua caliente y la fria.

Al entrar el agua en la caldera, ésta
es calentada debido a la cesion de calor de
la resistencia eléctrica. Hay que observar
que los caudales de entrada y salida son
idénticos:

Qe=Qs (lgualdad de caudales)

El flujo calorifico cedido por la resistencia eléctrica es igual al almacenamiento
de energia transferida a la masa del agua del depésito, mas al cambio de temperatura
entre el agua caliente y el agua fria por el caudal y junto a las pérdidas de calor por
conduccion entre las del deposito y el ambiente:

el 0 UL T

TH t

(4. 41)

el T 0 T 07, ),

TH

(4. 42)

donde mr es la masa de agua que tiene el tanque, Rty es la resistencia térmica
equivalente de las perdidas por conduccion y p es la densidad del agua. Considerando
que la temperatura del agua fria y la del ambiente son practicamente idénticas, Ti=Ta, ¥
que se puede aproximar la temperatura del deposito con la del agua caliente que sale, T+
=T, el balance energético es igual a:

tersdt) = e T o e )7, )

TH

Qunsgenlt) = Cra To 04 (. 00)-T, <t>{i - 0. (t)cj

Rr (4. 43)

siendo Cry la inercia térmica del deposito. Si la temperatura del agua fria es
practicamente la misma, se puede definir un modelo incremental que exprese la relacion
entre la potencia entregada y la diferencia de temperatura en el tanque a caudal
constante:
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Aqentregado(t) - (pATc )0 AQe (t) = CTH AT ¢ (t) + (i + erC] ATC
R : (4. 44)

TH

La FDT entre la variacion de temperatura respecto al flujo calorifico, a caudal
constante, depende solo de los pardmetros constructivos del calentador:

AT(s) 1

Aqenreaos - 1
vesasd9) CTHS+[R+ercj0

TH

(4. 45)

Analogias térmico-eléctricas

Para obtener las FDT de los sistemas térmicos pueden ser conseguidas a traves
de un estudio de un circuito eléctrico analogo. En el cuadro adjunto se indican las
analogias térmico-eléctricas.

Sistema térmico Sistema eléctrico

Flujo de calor Corriente

Temperaturas Potencial

Resistencia térmica | Resistencia eléctrica

Inercia térmica Capacidad eléctrica

Las células Peltier

Las células Peltier son unos dispositivos termoeléctricos que se caracterizan por
la aparicion de una diferencia de temperatura entre las dos caras de un semiconductor
cuando por él circula una corriente eléctrica. Estos sistemas son capaces de transformar
la energia eléctrica en energia térmica.

Las células Peltier son una alternativa a la clasica refrigeracion mediante
compresion de vapores con cambio de fase. En el modelo tradicional se establece un
determinado ciclo para que un gas, el cual es comprimido y luego es expandido, se haga
la correspondiente absorcion de calor. Como consecuencia en todo circuito frigorifico se
requiere de un condensador, un evaporador, un circuito de expansion y de elementos
refrigerantes. En cambio, estos semiconductores son capaces de extraer calor de la cara
fria y bombearlo a la cara caliente mediante una bateria eléctrica. La refrigeracion
termoeléctrica supone una alternativa a los sistemas utilizados tradicionalmente.
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4.4.1.1 El comportamiento de las células Peltier

Si bien el efecto Peltier es conocido desde 1834, su aplicacion practica necesitd
del desarrollo de los semiconductores, pues éstos resultan ser buenos conductores de la
electricidad pero pobres guias del calor. La circulacion de una corriente eléctrica a
través de dos materiales semiconductores con diferente densidad de electrones libres,
produce que se libere o se absorba energia. La transferencia de energia tiene lugar en
forma de flujo calorifico entre las dos caras de los semiconductores.

Material ceramico

Conductor de cobre
Cara fria

Cara caliente
Figura 4. 11 Elementos de una célula Peltier

El enfriamiento termoeléctrico empez6 a ser factible a partir de los estudios de
Telkes en los afios 30 y de Lofee en 1956. Los nuevos materiales semiconductores
irrumpian en la escena produciendo rendimientos mucho mas altos. Telkes utilizo pares
o0 soldaduras de PbS y ZnSb y Loffee descubrio el uso de PbTe y PbSe. Actualmente, se
emplea fundamentalmente el bismuto-teluro como material semiconductor, fuertemente
dopado para crear un exceso (tipo-n) o una deficiencia (tipo-p) de electrones.

4.4.1.2 Modelado de la célula Peltier

Son varios los fendmenos que se producen dentro de una célula Peltier,
pudiéndose enunciar los efectos Peltier, Thomson y Joule, ademas de las propias
caracteristicas de la transmision de calor. Sin embargo, dichos procesos no son todos de
igual magnitud e importancia. De hecho, en el rango de temperaturas de funcionamiento
nominal, se puede despreciar el flujo calorifico producido por la circulacién de la
corriente eléctrica con variacion de temperatura, i.e. el denominado efecto Thomson.
Asi que, teniendo en cuenta esta simplificacion, al aplicar una diferencia de potencial
sobre la célula, se producird una disminucion de la energia almacenada en la cara fria
como consecuencia de la reduccién de temperatura:

Uer (t) =C,T, (t)

donde T; es la temperatura de la cara fria y Cs es la inercia térmica de esta cara. Por el
mismo efecto, la cara caliente almacenara calor por unidad de tiempo al incrementarse
la temperatura:
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0o (t) = C. T, (1)

siendo T, la temperatura de la cara caliente y C. es la inercia térmica la cara caliente. De
otro lado, la diferencia de temperaturas entre ambas caras producird un efecto de
conduccion térmica entre la cara caliente y la cara fria, cuantificable como:

Tc (t)_TF (t)

Oer (t) = R
TH

donde Ry representa la resistencia térmica entre la cara caliente y la fria. Aplicando el
primer principio de la Termodindmica, resultard que la potencia eléctrica suministrada
sera la diferencia entre los flujos calorificos de disipacion y de absorcion, concluyendo
que:

e s (T e v (T
pe - CcTc Cfo + RTH - Cf (Tc Tf )+ (CC Cf )Tc + RTH (4 46)

La figura 4.12 esquematiza esta ecuacion, reflejando el efecto Peltier, modelada
por una bomba de calor que extrae calor de la cara fria a la caliente, junto con los
elementos de la transmision de calor y las inercias térmicas. Los almacenamientos de
energia, de disminucion por la cara fria e incrementandose por la cara caliente, son
configurados como capacidades calorificas, las cuales reflejaran las inercias térmicas de
ambas caras. Sin duda alguna, la insercion de un disipador adosado a la cara caliente de
la célula, con alta conductividad térmica, y al que se le ha afiadido, ademas, un circuito
de conveccion forzada, garantizara que la temperatura de la cara caliente, T¢, se
mantenga practicamente constante y préxima a la temperatura ambiente. En la analogia,
la capacitancia térmica de la cara caliente tiende a ser muy elevada. En estas
condiciones, la derivada de la temperatura de la cara caliente respecto al tiempo es
practicamente nula, obteniendo una FDT LTI que refleja la relacion causa efecto, entre

la potencia eléctrica entregada y la diferencia de temperaturas entre caras. Si T, es

practicamente nula y la diferencia de temperaturas entre caras coincide con la variacion
de la temperatura fria, AT =T, —T, , entonces con la ec. (4. 46) quedara simplificada a:
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0.(t)=C, dAT(t)+ AT(t) _ AT(S) _ Ry
dt RTH Pe (S) 1+Cf RTHS
Tf AN Tc
Rth

Pe

Cf

L

Figura 4. 12. Circuito eléctrico analogo

4.5 Modelado del retardo puro

En la transmision de la sefial de la entrada hacia la salida, a veces, aparece un
retardo de tiempo. Por ejemplo, al iniciar la excitacion de un equipo, la sefial de salida
permanece nula durante un cierto tiempo. Su causa esta en la inercia de los elementos de
almacenamiento de energia del equipo que no pueden variar su nivel bruscamente en el
tiempo, necesitando un tiempo para la transferencia.

En la préctica, el modelo aproximado de muchas plantas esta constituido por un
retardo puro mas un sistema de primer orden. Asi es el modelo de Ziegler-Nichols para
las plantas que ante una entrada en escalén se aproxima a un comportamiento sobre-
amortiguado. Su FDT es:

k

~ STy
Gyls)~e™ It (4. 47)

El término ™™, por el teorema de traslacion temporal de las transformadas de
Laplace, corresponde con un retardo puro de tiempo, siendo T4 el tiempo de ese retraso.
Este término es no lineal y hace que la relacién causa efecto no se pueda formalizar en
una FDT de polinomios de coeficientes constantes tanto en el numerador como en el
denominador.
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Planta Y

I .

K i
| Modelo

v

2l
|
|
I

<—Td/r\ T >l

Existen varias aproximaciones de la funcion exponencial en términos LTI, en
estas lecciones se emplear la propuesta de Padé:

(4. 48)

Notese que las plantas que tiene el retardo puro son sistemas de fase no minima,
al tener un cero en el semiplano positivo.
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Ejemplo 4.5

El equipo de préacticas Peltier ante una entrada de 5V en escaldn, su
salida es:

r : r . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 Eq u I po
0

" Peltier

Modelar la planta segun el criterio de Ziegler-Nichols.

La FDT LTI aproximada mediante Padé sera:

-
K 1--%5
eT 2 k
Gp(s)_ ’ ~
1+sT 4 Tg 14T
2 (4. 49)

De la respuesta experimental se obtiene los tres parametros del equipo:

kzﬂzl,zz,‘rdzmy T=H=13.663
5V 3

Introduciendo estos valores en la ec. (4. 49) se conseguira la FDT linealizada de
la Peltier:

. 122 1-2s 122
G,(s)=e ~
1+s13.66 1+251+5s13.66
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4.6 Problemas

Problema 1

Para el circuito de la
figura, considerando que los

amplificadores e e
operacionales son ideales y °
los elementos de energia se L
encuentran descargados R
inicialmente, se pide: e
R1
1. Conjunto de My
ecuaciones algebro- éfe
diferenciales que RQE\
modelen el sistema Jyo :
electrénico.
2. Dibujar el diagrama a
bloques.

u,(s)
u,(s)

3. Calcular la FDT entre la entrada y la salida,

Datos:
R=10kQ R1=1kQ R3=100kQQ R4=10kQ@ C=100nF Cl1=C2=1InF L =100mH

1. Las ecuaciones que describen la dindmica del circuito son:

Du, (t) %(ue(t)—ur(t)) 2LC, (6)+=0, (1) +u, (1) = =0, (1

3u, (t)=u,(t) HRLCuU,(t)=-u,(t) BR,Cu, (t)=-u,(t)

LIRs
| p ]
M O W LC.2+L/R s+1

Ve Gain Vs

R4C2.s R3C1.s
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3. La ganancia de tension sera:

R LR RCC,S )
R R R,s

) 3.2 8 9
e(s) R4R3C1C2LCS3+ER4R3C1C282+R4R3C1C28+II::zjIF; S +10 S +10 S+1O R2

Problema 2: Filtro paso alto de sequndo orden de Sallen-Key

Determinar la ganancia de tension del filtro con AO ideal, y habiendo
definido como C el valor de C3y C4.

®\ 10n 10N
|1 || -

Problema 3: Dinamica de un micréfono

El funcionamiento de un micréfono
dinamico se basa en el desplazamiento espacial

producido por una bobina dentro de un campo S'f,if,?gluame
magnético. Hay un diafragma que se desplaza Diafragms_ \  Retorno Magnético
con la fuerza mecénica provocada por las ondas '
sonoras. Este desplazamiento se transmite a la nw Bl

ferrita de la bobina. La fuerza electromotriz o b Salida
generada en la bobina es proporcional a la R
induccion de campo, B, al nUmero de espiras, n, a Imén

la longitud de espiras, |, y al desplazamiento

. . . Imanes permanentes
relativo de la bobina: Diafragma

y(t)

-

e(t)=2.8-n.1.90/0)

dt K,

Se considera el modelo simplificado
unidimensional de fuerzas adjuntado, donde My es

t\

la masa del diafragma y M, la masa de la bobina. ,
En el desplazamiento horizontal del diafragma L X® S Bobina
hacia la bobina, se conjetura un rozamiento ' M,
viscoso, B; y un amortiguamiento, k;. La bobina L 0
e(t
0
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esta separada de la estructura a través de un amortiguador, k,. Se pide:

1. Conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales que definan la dindmica
del sistema.

2. Diagrama de bloques.

3. Funcion de transferencia entre la fuerza sonora y la tension de salida.

1. El circuito andlogo mecéanico-eléctrico queda como:

I(1
x(t) — Yy \;‘ y(t)
| =l |
- —
f(t) .
B K,
) Bobina
—— Diafragma M, ——
d

La mecénica de traslacion del sistema esta definido por:

(0 =M, X0+, ()~ 90) + 850 Y0

()~ Y0+ B X0 Y00 | =M, YO + o)

El desplazamiento de la bobina provocard una variacion del flujo magnético
sobre ésta y generara una fuerza electromotriz:

e(t)=2Bnl y(t)=k" y(t)

2. Las ecuaciones diferenciales son lineales, aplicando transformada de Laplace:

f(s)= (M (S?+Bs+k, )x(s)— (B,s +k, )y(s)

(Bs+k, )x(s)= (Mb32 +Bs+k, +Kk, )y(s)

e(s) =k sy(s)
Las FDT resultantes son:
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y(s) _ B,s+k,
X(s) M,s?+B,;s+k, +k,

x(s) = f(s)+(B;s+k,)y(s)

M, s® +B,s+k,

El diagrama de bloques resultante queda:

W 1 B1l.s+k1 [ ]
Md.s2+B1.s+k1l Mb.s2+B1.s+k1+k2

f(s) e(s)

Bl*s+kl [

+ . - -
3. @ observa que la estructura ¢orrespondg con Bisva kiealimengacion, positiva y
seguida de\up procesamjenitiy €+dBgcada: | IPOS

M,s?+B,;s+k, +k,

1=
W%’ G1() G2(s) >{§—> [
f(s) 1 e(s)
Hs)
e(s) GG, s k's(Bs+k,)

(Mdsz+Bls+k1+k2)(Mdsz+Bls+kl+k2)—(Bls+kl)

e(s) _ k“s(B,s+k,)
f(s) M M,s*+B,(M, +M,)s* +[k, (M, +M,)+k,M,Js? + Bk,s+k, kK,
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Problema 4: Dindmica de un telégrafo

La figura muestra el
modelo  simplificado de un 1y 1,

telégrafo. Ante la recepcion de Xli A
un pulso eléctrico se produce

una fuerza magnética
proporcional a la corriente de su o — M
bobina, originando un —

desplazamiento en la palanca RE L
gue provoca el movimiento de la Ky =
masa del martillo, el cual choca I B
contra una campana, H: B,

produciendo una onda sonora.

Se pide:

1. Conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales que modele la dinAmica
del telégrafo.

2. Diagrama a blogues y funcion de transferencia entre el efecto, xx(s), y la
causa, e(s).

Datos:
Bobina:L=1mH, R=10Q, k, = 0.4 N/A, M; =1 g, B; =0.01 Ns/m.
Palanca: I, =8 cm, I,=2 cm.
Martillo: M, =10 g, B, = 0.8 Ns/m, K, = 16 N/m.
1. El conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales son:
e(t)=Ri(t)+Li(t); f(t)=k,i(t)
f(t)+Mg =M% (t)+Bx (t)+f. (t); f.,(t)=M,g+M,%, (t)+B,X,(t)+k,x,(t)

=t 2%l

2. LaFDT resultante es:

A%, (s) k

— p

Ae(s) (R+sL)&M1:1+ |\/|2||2]s2 +(Bl:1+ B, ||2J5+k2 IZJ

2 1 2 1
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Problema 5: Sistema de suspension

En la figura derecha se muestra un
modelo de suspension de vehiculos de
traccion. Haciendo suposiciones de
simplificacion y de reparto del peso del m :
coche sobre las cuatro ruedas, se ha
obtenido un segundo modelo. Se pide: L

#r
1. Conjunto de ecuaciones algebro-
diferenciales que describe la
dinamica del modelo simplificado.
M
2. Funcion de transferencia entre el desnivel del

pavimento (causa), Y(s), con el desplazamiento del
chasis (efecto), X(s).

Datos

El peso del vehiculo es de una tonelada y las \ /

caracteristicas del amortiguador estan dadas por B = 500

Ns/myK = 1000 N/m. T

1. El modelo simplificado de suspension del coche es: k

S~
|
<
—~~
—
~—
~
g
L
P
T

Mg = Mx(t)+ K (x(t)— y(t))+B(>‘<(t
)-

f, () =K (x(t

2. EIl conjunto de ecuaciones requiere variaciones alrededor del punto de reposo. Su
FDT es:

AX(s)_ K+Bs 14053
Ay(s) Ms?+Bs+K 1+0.55+0.2552

Problema 6: Control sobre un péndulo

La siguiente figura representa un péndulo controlado por medio de un
electroiman. Un complejo sistema electromecéanico permite ejercer una fuera
horizontal sobre la barra del péndulo en el punto P proporcional a la intensidad
que recorre la bobina:

F(t) =2[%]-i, )
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El angulo girado por el péndulo respecto de la vertical es medido por
medio del potenciémetro lineal mostrado en la figura, de tal forma que cuando
el angulo es de 90° la medida es de 10 V. y cuando es de -90° la medida es de
-10 v. El montaje del potenciometro introduce un rozamiento de constante B=

3%} El sistema electronico contiene el amplificador de error y un driver de
potencia, de forma que la tensién de salida es amplificada k veces de la tension
de error. Teniendo en cuenta los datos suministrados en la figura, se pide:

1. Ecuaciones fisicas del sistema.
2. Linealizar el sistema respecto del punto 6, =30°. Justificar que:

A6(s) 0.173
AF(s)  s?+3s5+11.547

Considérese para este apartado y los dos siguientes que el valor de
Kes 10.

3. Diagrama a bloques y funcion de transferencia que relaciona A8 y
AV

4. ¢Cbmo evoluciona el &ngulo si se introduce una tensién de referencia de
+4 Voltios como valor absoluto?. Caracterizar la respuesta temporal del
sistema reducido equivalente, sabiendo que hay un polo real en la
cadena cerrada que vale -2.3,

ref *

+10vV -

X

7.

Datos:

I, =1m.
I, =0,2m.
L=1H
R=01Q
M =1Kg.
9g=10%

Considérese que el momento de inercia del péndulo es J. =M -1,?
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Problema 7: Modelo del control del rotor de un helicéptero

Una maqueta de laboratorio pretende modelar el comportamiento del
rotor de cola de un helicéptero. Para ello se dispone de los elementos
mostrados en la figura.

Rz . R

et win Sistema Bama-
- hélice

Patencidmetro

El sistema consiste de una barra de inercia despreciable sobre la que se
sitla un motor con una hélice de masa M1 en un extremo y un contrapeso de
masa M2 en el otro a una distancia R1 y R2 al eje de giro respectivamente.
(M1=0.1 kg., M2=0.2 Kg., R1=0.3m., R2=0.15m.). El giro realizado por la
barra es medido por medio de un potenciometro axial de forma que establece
la siguiente relacion entre el angulo girado Ay la tension de salida:

V(1) = %9«)

El motor lleva su propio control de velocidad, de forma que la relacién
entre la sefial de entrada y la velocidad del eje de giro independientemente de
la carga viene dada por la siguiente ecuacién diferencial:

V_(t) = 80(% +0.1250, (t)}

La hélice al girar genera una fuerza de empuje axial proporcional a su
velocidad de giro segun la siguiente relacion:

F.(t) =0.01-w, (1)

Ademas, la hélice provoca una fuerza resistente al avance proporcional
a la velocidad lineal de avance de la misma, segun la expresion:

Dpto. Electrénica, Automatica e Informatica Industrial 111



Capitulo 4: Modelado de los sistemas dinamicos Apuntes de Regulacién Automatica

- (=005.7, 90

El eje de giro de la barra tiene un coeficiente de rozamiento angular de
B =001N™S.
rad

Como se muestra en la figura se ha realizado un lazo de realimentacion
para controlar la orientacion de la maqueta, llegando al diagrama de bloques en
la parte derecha.

1.- Dibujar el diagrama de bloques correspondiente al bloque barra-
hélice, indicando las funciones de transferencia y el significado de las sefales
en cada enlace.

2.- Obtener la funcion de transferencia del conjunto barra-hélice.

Nota: las ecuaciones estan expresadas en unidades del S.. y los
angulos en radianes.

Problema 8: Modelado del control de una antena

El sistema de la figura

corresponde con el sistema de
posicionamiento angular de una
antena. El desplazamiento se / 6.
consigue a través de un motor de y, - \

corriente continua acoplado a la N T

engranajes. La inclinacién del plato
de la antena, 0s, depende de la
tensién aplicada al motor. Se pide:

1:10

antena mediante un tren de %

1. Conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales que describan la dinAmica
del sistema.

2. Obtener el diagrama de bloques, indicando las sefales que aparecen y
verificar que la funcibn de transferencia del sistema es:
0,(s) 250
un(s) s(s?+50.55+1725)

3. Para realizar un control realimentado, se emplea un sensor de posicion
angular con FDT unitaria. El viento sobre el plato provoca una
perturbacion al sistema, introduciendo un par ruidoso, T,. Representar el
nuevo diagrama de bloques del sistema de control realimentado

4. Determinar la FDT . (S) con el valor de k igual a 200.

T.(s)

Datos
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Motor: Resistencia de armadura = 5 Q, Inductancia equivalente del flujo
disperso = 0.1 mH,

Constante del par motor = 0.68 Nm/A, Momento de inercia del rotor=
0.00136 kg m?

Tren de engranajes: relacion de transmision = 1:10

Antena: Momento de inercia de la carga = 0.136 kg m? Rozamiento
viscoso equivalente = 0.136 N.m.s/rad.

1. El conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales son:

=R 0L

2. El diagrama a bloque estara formado por:

1 1 1 ]
Ve S I = S (R |
La. eRa Jeq s+B eq n
Ramp o g2 03 a5 gh Scope
o4
kh}‘
250
S -
F+50.552+17255
Rarmp1 oT Scopet
3. Incluyendo el par del viento:
| I ; 1 ,.’ > 1 w 1 1 w1
_/ = Y La.stRa b O Jeq.s+Beq v n s v

Scope

=]
o
=]
=]

Rarrip o7 ol 02 g3
A a i
Pariento

g4

D
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4. La FDT entre la salida y el par del viento:

-
| > p| [
B35 200

FPariental T2 Scopel

Problema 9: Modelado de una cinta transportadora

Para la traslacion horizontal de
una camara de video pan-tilt se ha
utilizado una cinta transportadora. En
el control se ha utilizado un motor de
continua y una reductora. Se pide:

1) Diagrama de bloques del
sistema

2) FDT entre la velocidad de
desplazamiento del carro y la
tension en el motor.
Datos:
Motor: Resistencia de armadura = 7.94 Q, Inductancia equivalente del
flujo disperso = 1.54 mH,
Constante del par motor = 39.3 mNm/A., Constante de la fuerza
conztralectromotriz => 243 rpm/V, Momento de inercia del rotor= 26.6 gr
cm
Tren de engranajes: relacion de transmision = 1:198
Cinta transportadora: Radio de las poleas = 25 mm, Peso de la camara=
1200 gr. Rozamiento viscoso equivalente de las poleas = 10" N.m.s/rad.

1. El diagrama a bloques correspondera con:

! B3R ! L ! I
| | | —
L

1.5%e-25+7 .04 1 [2 67 e+ 0506 102 s

k.
¥
k.

¥

um ki = Integrator Carro
g1 ' g2 :

kb

&

25949

2. La FDT entre la velocidad de desplazamiento del carro con la tension del
motor es:
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X(s) 4.96-10°° 1211.33

U,(s) 496-10°-57+211-10°-5+1.56-10° (5+5082)s +75.17)

m

Problema 10: Robot limpiador

Xc(t)

Origen de X

El robot limpiador de fachadas mostrado en la figura, se compone de dos
grandes elementos: por un lado un carrier comercial en lo alto de la fachada, y
por otro el sistema de limpieza robético, propiamente dicho, que sustituye a la
canasta en la que habitualmente se sitian los limpiadores. Se desea disminuir
las oscilaciones que en el robot provocan los desplazamientos a lo largo del eje
X del carrier. Para ello se ha supuesto el conocimiento de la longitud del cable
L y de la masa del robot M, ambos datos facilmente obtenibles por medio de
sensores. Analizando la dindmica del sistema y siguiendo el sistema de
referencias mostrado en el esquema de la figura, se ha llegado a la siguiente
relacion:

. d? d
Mgsina(t) =M cu_ZXR(t)+BHXR(t)

En donde B es un coeficiente de rozamiento con el aire dependiente
exclusivamente de la geometria de la carcasa del robot y g es la aceleracion
terrestre.

Datos: g=9.83; L=325m M =400Kg B =350

Demostrar que la funcién de transferencia que relaciona el movimiento
en abscisas del robot con el movimiento en abscisas del carrier es:

AXp(s) 3.01

G(S): )
AX.(s) s°+0.0875s+3.01
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para el punto de funcionamiento dado por:

Problema 11: Tren de levitacidon

Los trenes de levitacion
magneética circulan suspendidos en el
aire, sin contacto fisico con el suelo. El
objetivo es alcanzar grandes velocidades
con un consumo bajo, ya que el Unico
rozamiento es el aerodinamico. La
levitacion magnética se consigue gracias
a unas bobinas que producen una fuerza
de levitacion que se puede aproximar

i2
segin la ecuacion f,(t)=k, ! (t) El
X

consta de los siguientes elementos:

= Un sensor que mide el nivel de

levitacion, se supone
instantaneo y de ganancia
unidad.

= Un comparador que calcula el
error entre el valor de
referencia y la medida del
sensor.

= Un compensador que a partir
de la sefial de error, genera
una sefial que ataca a la
unidad de potencia.

= Una etapa de potencia que

Apuntes de Regulacién Automatica

peso del tren se opone a esta fuerza. El conjunto total de estas fuerzas

determinan el movimiento vertical del tren. Para poder ajustar el nivel de
levitacién a un valor de referencia, X, se disefia un sistema de control que

T~

TREN DE LEVITACION

|

dado un valor a su entrada, aplica una corriente a las bobinas de forma

instantdnea y con ganancia unidad.

1. Determinar el punto de reposo de levitacion, Xq, si el valor de la

corriente por las bobinas es de 50A.
AX(s)
Ai(s)

Representar el diagrama a bloques del sistema de control de

, linealizada en el punto de

1. En el punto de reposo, la fuerza de levitacion se iguala a la de gravitacién, por

2. Obtener la funcién de transferencia
reposo del apartado anterior.
3.
levitacion.
tanto:
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2. La dinamica es no lineal debido a la fuerza de levitacion. Linealizando
alrededor del punto de reposo definido, el conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales,
en incrementos, quedara:

Af, (t) = MAX(t)

AF (1) = k{iilm(mk{‘zjzlm(t)

X X

Dando valores y aplicando transformadas de Laplace, la FDT estara definida

por:
Ax(s) 04
Ai(s) s?+200
3.
0.4 ]
1|'|J-L‘\f.—p Gotg | 1 S >
+
levitacidn Compensador Etapa de Fotencia Dinamica de Didancia de

Senmorde levitacion

1 o

Problema 11: Control de péndulo invertido

El sistema de la figura
representa el control de un péndulo
invertido. Con el fin de mantener en
posicion una varilla de longitud a,
situado sobre un carro movil de
masa M y en cuyo extremo lleva
adosado un recipiente con liquido,
de masa m, se dispone de un motor
cuya tension de entrada u(t) se
puede manipular. La varilla forma en
cada momento un angulo af(t)
respecto a la vertical y gira sobre un
eje situado en su extremo en su parte inferior. El carro es arrastrado por una
fuerza f(t) mediante un cable rigido, suponiendo despreciable el rozamiento
correspondiente a su movimiento en el eje x(t). Las ecuaciones carro-varilla
que relacionan la fuerza aplicada con el angulo girado son:

i(t)
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d2

(M +m)ﬁ—ma(sen(a(t)))(%—fj +ma(cos(a(t)))d Zo1(t)

d? d?
mwi(cos(a(t))Jr ma dt? =mgsen(a(t))

Se pide:

1. Sabiendo que el par generado por el motor, Ty(t), aplicado a través de
un eje y una polea de radio r es la que origina la fuerza f(t), una vez
vencida la inercia J del conjunto eje-polea, determinar el conjunto de
ecuaciones algebro-diferenciales que modele la dinamica del motor-eje-
polea.

2. Punto de equilibrio del sistema dado por el reposo del carro, xo=0.
3. Linealizacion alrededor del punto anterior de reposo de las ecuaciones
carro-varilla.
4. Demostrar que el diagrama a bloques del sistema corresponde al de la
figura:
Au(s) Act(s)
oooo 2 1 0.182
] —b@—b - 10 - I - I‘*D
0.52+1 2c 112+
o=z
0.01g2 | 10 e

0000 s e

5. Considerando que kg tiende a ser nula, demostrar que
Aa(s) =315

Au(s) (s+2)(s+3.24)(s—3.24)

Datos:

Motor-polea:R=1Q L=05H k,=3Nm/A k,=10"Vs/rad J=0.0lkgm® r=0.1m
carro-varilla:m=0.1kg M =0.9kg a=1m @g=10m/s’

u(t)=Ri(t)+ L%(tt)Jrde‘Z_Et)
d?9(t)

i(t)y=J e +rf (t)

x(t)=r4(t)

T, (t)=k
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2.
X=0m f,=ON T_=0Nm i,=0A u,=0V «,=0rad
3.
1-AX(t)+0.1-Ag(t) = Af (t)
0.1-AX(t)+0.1- AG (1) = Aar (1)
4.
el C | Kp_ o) CI ) CI 1| xe) 018 alfa(s) o |[ |
- A L.s+R YR )T 52 > -0.12+1 >
1
0152
1
12 4 R €
Kbs |
S.
DODODD > 6 ij 0 > 0.1/0.09 > l:l
s+2 -s2+1/0.09

Ey e

L 0.01s2

-0.092+1
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