13Anélisis dinamico en el

dominio de la frecuencia

El objetivo de este capitulo es tratar de determinar el comportamiento dindmico
de la cadena cerrada a partir de los datos de la estabilidad relativa. Se trata de inferir la
respuesta en frecuencia de la cadena cerrada y la respuesta temporal del conjunto
realimentado al escalén empleando la informacién de la cadena abierta. Por tanto, la
teoria de este capitulo es s6lo valida para estructuras de realimentacion negativa.

13.1 Relacién entre la respuesta en frecuencia y la respuesta
transitoria

Suele ser muy comun en la definicion de los sistemas de control que se disefie a
partir de la informacion de la respuesta frecuencial. En gran parte esto es debido a la
facilidad del trabajo experimental con esta técnica. Ademas esta decision esta reforzada
por la relacién existente entre la respuesta frecuencial y la respuesta transitoria.

La ultima afirmacion parece un contrasentido, ya que cuando se definio la
respuesta en frecuencia se analizaba so6lo la relacion entre la entrada y la salida en el
régimen permanente ante excitaciones de sefiales armonicas. De otro lado, hay unas
cuantas especificaciones que se piden a los sistemas de control que estan relacionadas
con la respuesta del transitorio ante las sefiales aperiddicas de test. Sin embargo, se vera
que existen relaciones entre los parametros de la respuesta en frecuencia con la
evolucion temporal.
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Asi, para sistemas de segundo orden se pueden demostrar relaciones
aproximadas entre los pardmetros del dominio frecuencial con el temporal. El punto de
partida sera, por tanto, suponer que un sistema dinamico de control, en cadena cerrada,
puede aproximarse a la dindmica de sus polos dominantes complejos y conjugados de
segundo orden.

k

X(s) i Y(s)  X(s) . Y(s)
4:OI—> G(s) ~ (S +2§((; "

Figura 13. 1. Equivalente reducido a sistema segundo orden. Los subindices cc
indican que son parametros de la cadena cerrada.

H(s) [

Partiendo de la informacién de la cadena abierta se determinard, mediante el
criterio de Nyquist, el margen de fase y las frecuencias de cruce de ganancia y fase.
Pues bien, existe una relacion entre la estabilidad relativa, y (en grados), y el factor de
amortiguamiento de la cadena cerrada, &, para sistemas subamortiguados:

~ 7
£ = 0<é&, <0.707 (13.1)

Valores de margen de fase entre 45° y 70° van a ser un compromiso entre el
nivel de estabilidad, la velocidad de respuesta y el amortiguamiento del sistema.
Margenes de fase mayor supondré valores elevados del factor de amortiguamiento, &,
volviéndose mas lento en la respuesta temporal. Por debajo de los 45°, la estabilidad del
sistema se encuentra comprometida.

Para sistemas con factor de amortiguamiento por debajo de 0.7 aparecera en la
cadena cerrada un pico de resonancia, M, a la frecuencia de resonancia, @c. La
frecuencia de resonancia de la cadena cerrada estara comprendida entre la frecuencia de
cruce de ganancia y la de fase:

Oy SO, <O 0<¢&, <0.707

Si la respuesta frecuencial del equipo tiene un valor alto de My, el sistema tiene
poca estabilidad. Por contra, cuando no hay pico de resonancia el sistema, en su
conjunto o cadena cerrada, resulta estable. Esta afirmacion se basa en la relacion entre el
valor de M. y del factor de amortiguamiento, &, para sistemas subamortiguados:
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Mrcc;i 0<¢£<0.707
T 26 (13.2)

El valor de pico de resonancia de la cadena cerrada es un indice de la estabilidad
relativa del sistema. Valores de 1.1 < M,<1.4, equivalente a 1dB < M, <3dB, que
corresponden con factores de amortiguamientos 0.4< &.<0.7 y que proporcionan una
buena respuesta transitoria con sobreoscilaciones del 12% < Mp <30%.

Siempre y cuando el sistema tenga un pico de resonancia, la frecuencia de
resonancia, la frecuencia de amortiguamiento, la frecuencia natural y la frecuencia de
corte practicamente coinciden:

O Oy 2O, 20, 0<£<0.707 (13.3)

Por la proximidad entre la frecuencia de resonancia y la frecuencia de corte, si
wrcc €S alta significard que el sistema es rapido, ya que el ancho de banda del sistema
aumenta.

Por ultimo, el ancho de banda del sistema especificara la velocidad de respuesta
y la inmunidad al ruido. Se define ancho de banda como el rango de frecuencias de la
respuesta en frecuencia de la cadena cerrada que no cae mas de 3dB, respecto a la
ganancia central.

El ancho de banda es inversamente proporcional al tiempo de subida para
sistemas con sobreoscilaciones comprendidas entre el 10% y el 25%:

= — 10% <M, .. <25%
2t, o ' (13.4)

No obstante, el ancho de banda debe limitarse, ya que el ruido tiene espectro de
alta frecuencia. Un exceso en el ancho de banda del sistema hace que el equipo se
vuelva sensible ante las perturbaciones o ruido.

Al realizar la simplificacion de que el sistema de la cadena cerrada se aproxima
a un sistema de segundo orden simple, entonces se hace accesible el tipo de respuesta en
frecuencia de la cadena cerrada y su respuesta al escalén unitario.
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Bode de Ia cadena cerrada Respuesta al escalon de la cadena cerrada
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13.2Respuesta en frecuencia en la cadena cerrada

Tan importante como el margen de fase o de ganancia en el disefio, también lo
son el valor de pico de resonancia, M, ., la frecuencia de resonancia, @, 0 el ancho de
banda del sistema, AB.. Los valores de margen de fase o de ganancia han sido
obtenidos a partir de la informacion de la cadena abierta. Sin embargo, ya sea en el
trazado de Bode o en el de la curva polar, de momento, no dan cuantificacion del resto
de los parametros mencionados.

Estos tres ultimos valores, My ¢, axcc Y ABcc, deben ser determinados a partir de
la respuesta frecuencial de la cadena cerrada. La pregunta que se suscita es si a partir del
trazado frecuencial de la cadena abierta es posible conseguir la respuesta frecuencial de
la cadena cerrada. La respuesta es si y se denominan los circulos de M y N o la carta de
Nichols.

Al igual que en las técnicas del lugar de las raices, donde la variacion de un
parametro intrinseco del sistema hace variar los polos de la cadena cerrada, aqui sucede
algo parecido, al modificar alguno de los parametros de la cadena abierta se observa
cémo varian los valores de Mr¢, arcc Y ABc,. La idea es observar la respuesta en
frecuencia de la cadena cerrada con modificaciones de los parametros intrinsecos de la
cadena abierta. Con esta técnica y a partir de las especificaciones de margen de fase, de
pico de resonancia o de ancho de banda, resulta factible la modificacion estructural en la
cadena abierta para que el equipo en su conjunto cumpla con los requisitos establecidos
en la cadena cerrada.

13.2.1 Lugar geométrico del médulo y argumento de la cadena cerrada.

Se trata de determinar la respuesta frecuencial de la cadena cerrada a partir de la
curva polar de la cadena abierta. Para simplificar el desarrollo se supone que la
realimentacion es unitaria. A partir de la FDT de la planta, G(s), se conseguira la
respuesta en frecuencia del conjunto, haciendo el cambio de s a jw:
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1+ G(w) (13.5)

G(w) es un fasor dependiente de la frecuencia y de la caracteristica de la planta
que podra ser descompuesta en una parte real y otra imaginaria:

G(w)= X(w)+ jY (@) (13.6)

Introduciendo la forma bindmica en la respuesta frecuencial del sistema de
realimentacion unitaria quedara como:

M ()= X(@)+ jY (@)

1+ X(w)+ jY (@) (13.7)

La amplitud de la cadena cerrada estara dada por el modulo de la anterior
expresion:

M (o) = \/XZ(W)JFYZ(CO)

Ja+ X (@) +Y?(0) (13. 8)

Trabajando sobre esta igualdad se llega a conclusion de que el modulo de la
cadena cerrada tiene una expresion del tipo cuadratico:

‘M(a))z‘ |M(a)X2
X(a))+—2 +Y2(a)):—2
M(w) -1 (M(o)* -1) (13.9)

Simplificando la escritura de la dependencia de la frecuencia y definiendo el
modulo de la cadena cerrada por M, la ecuacion indica el lugar geométrico para valores
de mddulo constante, M. Sus formas geométricas, sobre el dominio complejo, forman
unas familias de circulos:

2 \? 2
X+ M| yeo M (13. 10)
M2 -1 (M2 -1f

De la expresion cuadratica se desprende que el radio es M/(M?-1) y que el centro
esta sobre el eje real negativo, ya que cx=-M?%/(M?1) y cy=0. A medida de que aumente
el valor de M, el radio del circulo disminuye y converge en el punto —1+j0. Por contra,
cuando M es menor a 1, el radio aumenta con la disminucion del modulo de la cadena
cerrada y el centro de radio se desplaza hacia la izquierda del punto —1+j0. Si el valor
de M es igual a la unidad se convierte en una recta paralela al eje imaginario, pasando
por el punto -0.5+j0.
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2B 0dB 24

4dB AdB

Figura 13. 2. Circulos M

Similar procedimiento se emplea con el argumento de la cadena cerrada. El
desfase introducido por la cadena abierta expresada en forma bindmica queda como:

Llamando a N a la tangente del desfase introducida por la cadena cerrada a una
determinada frecuencia, «:

A
"X 11X (13.12)

_Yle) g Yie)
A= X () 5= X(w)+1 (13. 13)

Se llega a la expresion cuadratica:

2 2 2
(x +£j +(Y_ij :1+(ij
2 2N 4 (2N (13.14)
Los lugares geométricos de argumentos constantes de la cadena cerrada,

describen circulos con centroen ¢, = —% , ¢, =1/(2N) y con radio de 1/2/1+1/N? .
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a=-20°|-_3

Capitulo 13: Analisis dindmico en la frecuencia

El lugar geométrico de N no es un circulo
completo, sino s6lo un arco. Esto es asi porque si
se le agrega multiplos de +180 a «, la tangente del
angulo no cambia. Por tanto, los circulos de N
tienen valores multiples en el sentido de que para
un circulo dado Nj, también lo sera para todos
aquellos cuyos argumentos de la cadena abierta
sean N1.180i, i=1,2, ...

La interseccion entre la curva polar de la
planta en cadena abierta, G(w), con la familia de
circulos de M y N proporcionara la respuesta en
frecuencia de la cadena cerrada. El corte de G(w)
con la familia de curvas M, dara la amplitud de la
respuesta en frecuencia de la cadena cerrada. En el

caso de que hubiese un pico de resonancia en la cadena cerrada, el circulo M mas
pequefio que corte con G(w), i.e. que sea punto de tangencia, correspondera al valor de
M. Y a la frecuencia que se produce seré la frecuencia de resonancia, @ cc..

Por su parte, la interseccion de la curva polar de la cadena abierta, G(w), con los
circulos de N resultara el trazado del argumento de la cadena cerrada.

Ejemplo 13.

1

Determinar la respuesta en frecuencia de la cadena cerrada a partir de la
informacion de la cadena abierta del siguiente sistema de control:

L&l

Entrada

100 ]
i - -
A+2o425
Gpig Scope

Apoyandose en el diagrama de Bode se consigue la curva polar de la cadena

abierta:

Stable loop

P.M: 128 deg
Freg: 11.1 radisec
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Sabiendo que el margen de fase es de 12.8°, el factor de amortiguamiento de la
cadena cerrada es aproximadamente de 0.128. Luego debe de aparecer un pico de
resonancia y su frecuencia debe de ser proxima a la frecuencia de cruce de ganancia:

M = Zi _3.9<>11dB ro0~111 [radls]

rec —
cc

Por el LDR del equipo, el sistema de la cadena cerrada es también otro sistema
de segundo orden, el cual se caracteriza por aumentar la sobreoscilacion, cuando se
aumenta la ganancia. Efectivamente, para ganancia unitaria se observa que se ha pasado
de un factor de amortiguamiento en cadena abierta de 0.2 a éste de 0.128.

Al ser un sistema con realimentacion unitaria es posible aplicar el concepto de
constante estatica de error ante una entrada en escalon:

Por tanto, la ganancia estatica de la cadena cerrada es de 0.8. Al conocer el
factor de amortiguamiento es posible calcular tanto el valor de sobreoscilacion como el
tiempo de pico ante una entrada en escalén unitario:

£, =0128—> 9, =8264°>M  =6667% t, =——=028s
w

in
\/U

Phase (deg)

La otra técnica es emplear los circulos de M y N. Al interseccionar la curva
polar de la cadena abierta, G(w), con las familias de curvas M y N daran la respuesta en
frecuencia de la cadena cerrada del modulo y el argumento respectivamente:
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-1351F

I L I I ! L -180 =
-B -4 -2 ) 2 4 B g 10 10

El valor de pico de resonancia y su frecuencia para la cadena cerrada son:
M, =12,8dB wr=11,2 [rad/s]

Los cuales se aproximan bastante a los calculados mediante las aproximaciones
entre el dominio frecuencial y temporal.

13.3 Carta de Nichols

El diagrama polar tiene el inconveniente de modificarse cuando varia, por
ejemplo, la ganancia. Por esta razon se suele emplear el diagrama de Bode. Sin
embargo, hay ocasiones en donde es posible otro tipo de trazado. El &baco de Hall o
diagrama modulo-argumento es una representacion grafica de la respuesta frecuencia,
tal que en el eje de las ordenadas esta el modulo y en abscisas se encuentra la fase. Esta
representacion tiene la ventaja de no modificarse sustancialmente al variar la ganancia
estatica del sistema, k. El trazado sélo se desplaza verticalmente al ajustar k y cuando se
trata s6lo de modificar la fase, la curva se mueve horizontalmente. Para obtener esta
representacion se suele apoyarse en el diagrama de Bode.

Especialmente es empleado el abaco de Hall para determinar la respuesta en
frecuencia de la cadena cerrada a partir de la informacién de la cadena abierta. Con este
propdsito, se traslada el lugar geométrico de las curvas M y N al diagrama mddulo-
argumento. A esta configuracion grafica resultante se le llama la carta de Nichols.

La composicion de la curva de la respuesta en frecuencia de la cadena abierta
con realimentacion unitaria, G(jw), sobre el diagrama de Nichols podra determinar el
pico de la resonancia, My, la frecuencia de resonancia, ax ., y el ancho de banda, ABc.
Todos estos parametros son calculados sobre la cadena cerrada.
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Carta de Michals
AD T T T T T T

30 . : . ' . i

Ganancia de la cadena abierta (dB)

L1 | HE PR LE
135 180 225 270
Argumento de la cadena abierta (deq)

Figura 13. 3. Carta de Nichols

Asi, la interseccion de la curva G(w) con el lugar geométrico de M de mayor
valor, siempre y cuando sea mayor a la ganancia central, dara el valor del pico de
resonancia, en cadena cerrada, obteniendo de esta forma el pico de resonancia, M.
Ese punto de tangencia informard también de la frecuencia de la resonancia, @rc. El
ancho de banda estara definido en el punto de corte entre la curva G(w) con un valor de

M igual a -3dB respecto de la ganancia central. El valor de esa frecuencia determinara la
frecuencia de corte superior.

Ejemplo 13.2

Si el valor de la ganancia es
cuatro, k =4, determinar si hay pico de
resonancia en la cadena cerrada y Crenes
cuanto vale y cual es la frecuencia de Sefal de enirzda Ganancia s salida
resonancia utilizando la informacion
de la cadena abierta. Averiguar el
ancho de banda del sistema.
Comparar los resultados con el

equivalente reducido de la cadena cerrada y representar su diagrama de Bode.

En primer lugar se obtendria la respuesta en frecuencia de la cadena abierta:

40
s+1)s+2)s+3

Gp(s):(

6 (jo)= 4016
) i 1+ jo)1+0.5jw)1+ jw0.33)
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a0

G.M:3.52 dB
Freq: 3.32 rad/sec
Stable lnop

-100

90 -

R 1| e SYS,———

P14 dey
Freq._2.?3_ ra_d.fse_c )

270 L .
i} 10 10 10 0

Si el margen de fase es de 14° el factor de amortiguamiento del sistema
equivalente reducido sera de 0.14. Entonces, habra pico de resonancia y frecuencia de
resonancia:

rec —

- ZL ~35<>11dB 2.73< @r.cc < 3.32 [rad/s]

cc

En cuanto a la respuesta al escalon, considerando que el factor de
amortiguamiento del equivalente reducido es de 0.14 y la frecuencia de resonancia es
aproximadamente 3[rad/s] se podra fijar la aproximacion temporal:

e,=14.63% M, =6413% t, . =Is

p,cc

La ganancia central es proxima a 0 dB. Otra manera sera trasladar la curva
frecuencial de la cadena abierta a la carta de Nichols:

40

20}

...........

20

-40

60

-80

Jog bLiaid
"0

L
-315

Se observa que hay pico de resonancia, ya que la curva es tangente a un lugar
geométrico mayor a 0dB. Debe de estar alrededor de 10 dB y a una frecuencia de
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3[rad/s]. La interseccion de la linea de —3dB de M con la curva daré el ancho de banda
que estéa en unos 4[rad/s].

Empleando los métodos analiticos se conseguird la FDT de la cadena cerrada

_ 40 ~ 40
s° +6s% +115+46 (s+5.5)s? +0.48s +8.33)

M(s)

Aplicando la teoria de polos dominantes, la FDT de la cadena cerrada se puede
aproximar por:

7.27 0.87

“ T $? 104851833 [ s \ s
— | +0.16—+1

2.89 2.89

El valor de M serd aproximadamente:

M =

. 11 6<>15dB
26

1
0.16

y la frecuencia de resonancia valdra igual a la frecuencia de amortiguamiento:

0, ~w, =o1-E = 2.89{%}

El diagrama de Bode de la cadena cerrada sera:

20

-20

-40

-B0

-80

-100

-90

-180

=270

Ciertamente, el ancho de banda es de unos 4[rad/s].
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Recuérdese que todo lo anteriormente comentado, curvas N y M vy las cartas de
Nichols, son procedimientos validos para sistemas con realimentacion unitaria. En el
caso de no tener realimentacion unitaria se procedera a la transformacion de un
equivalente con realimentacion unitaria. Una vez calculado el Bode de la cadena cerrada
del equivalente transformado, segln se ha explicado, se sumara el trazado frecuencia de

1/H(s).
X(/S) + Y(S)

Hs)

Yts)
G(s)H(s) VH(s) m—

Xts) +

D

Figura 13. 4. Transformacién para determinar la respuesta en frecuencia en cadena abierta
mediante la carta de Nichols
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13.4 Problemas

Problema 13.1

En la figura se
presenta el sistema de
control de un inversor
rotativo (convertidor
corriente continua en
corriente alterna). El sensor

Amplificador
de potencia 4\’"

—h

mide la frecuencia de la
tension de salida y da, en su
salida y en el régimen
permanente, una tension u Frecuencimetro
. r (sensor)

proporcional de 1[V/Hz]. La

dinamica del sensor no es lo
suficientemente rapida
como para despreciarla. Se puede modelar como un sistema de primer orden,
con una constante de tiempo de ts = 0.5 segundos. En el conjunto del motor de
continua y el generador de alterna, las constante de tiempo de los circuitos
eléctricos son insignificantes respecto a las constantes de tiempo de los
sistemas mecanicos. Por ello, la inercia de todos los elementos mecanicos que
giran con el eje es J = 4 Kg m? y el rozamiento del eje es B =1 N m s. La
ganancia entre la velocidad del eje y la tensién en extremos del motor es 60
[rpm/V]. Notese que la frecuencia de la tension de salida es directamente
proporcional a la velocidad angular del eje. EI amplificador de potencia se
aproxima a la respuesta en frecuencia de un filtro paso bajo de primer orden
con un ancho de banda de 1[rad/s]. La ganancia del amplificador es ajustable y
es el parametro a determinar, k. Se pide:

1. Conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales del inversor rotativo.

2. Funcién de transferencia de la cadena abierta y de la cadena cerrada.

3. Encontrar el valor de la ganancia k del amplificador que obtiene un error
de seguimiento menor que el 10% ante una referencia de entrada
escalon.

4. Diagrama de Bode y curva polar con la ganancia calculada de la cadena
abierta. Hallar el margen de fase del sistema.

5. ¢Estamos ante un buen sistema o ante un mal sistema de control?
Justificar la razon.

or (£) =, (£) -, (t)

)+, (t)=k-u,,(t)

c
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G.(6)8. (516:(5)6) = X

s+1)4s +1)0.5s +1)
k(0.55 +1)
s+1)(4s+1)0.5s +1)+k

e, = [1-Doy, =(1—Lj=o.1:>k=9
Ky a, 1+k

Bode

M(s)z(

50

50~

Nyquist

Modulu (dB)

argumento (deg)

-100 —
150 P ke rere
O\\ :
£
g
20 +
90~ £
2
&
AN h
-180
270 k= | N LoL Ll I N S e S S EREY
2 1 0 1 2 " ‘
10 10 10 10 10 °2 ) 2 4 3 10
Frecuencia (rad/sec) eje real

1+ 0 JL+0.25- 0 Ji+1607) =1= o, =1.2rad/s]

y =180- (arctg (a)g )+ arctg (O.5a)g )+ arctg (4cog )) = 20°

El sistema esta mal compensado, ya que el margen de fase es de 20°, por tanto,
el factor de amortiguamiento del equivalente reducido es de 0.2. El sistema presentara
un elevado pico de resonancia de 8dB a una frecuencia de resonancia de 1.2 [rad/s]. En
el dominio temporal, el sistema tendra una sobreoscilacion de 53 % a un tiempo de pico
de 2.6 s. Simulando la respuesta en frecuencia de la cadena cerrada y su respuesta ante
la entrada en escalon se observa que las aproximaciones son validas.

Respuesta al escalon Bode
15 c - . . 50 . . -

o—— //\ 4
=
Z
s so0f .
s
3
8
1 =
-100 - 4
)
2
2 -150
< 0 \
05 5
_\gi -90 [~
S
c
g
£
E -180
]
0 270 & E—— S

r r r r r r
0 5 10 15 20 25 30 35 10" o L 2

Tiempo (sec) rad/s (rad/sec)
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Problema 13.2 ¢l
I1IDDn
Para el circuito de la figura se "
pide: 0k
ue R1
1. FDT de la ganancia de tension A

del montaje considerando el
amplificador operacional ideal.
2. Diagrama de Bode y curva polar
de la respuesta en frecuencia del R3
circuito.

Considerando el amplificador

operacional real, el modelo del conjunto queda representado en el diagrama a
blogues adjunto. La respuesta del sistema es la ganancia de tensién del
circuito, calculada en el apartado 1, en cascada con la estructura de
realimentacién entre la ganancia de tension en cadena abierta, Aqo, con la red
de realimentacioén, B. ElI amplificador operacional en cadena abierta tiene una
ganancia estéatica de tensién de 10* y dos polos uno a 100 [rad/s] y el otro a 10°
[rad/s]. La FDT de la red de realimentacion vale:

B R1 (1+ Ja)chl)
ﬁ(w)_ R, +R, (]_+ ja)(R2 I Rl)cl)

3. Determinar aproximadamente la frecuencia de cruce de ganancia, el
margen de fase, la frecuencia de cruce de fase y el margen de tensién

del equipo.
Tils > >
Av.pEAL(W) Ado(W)B(w)
Entrada FDT (Ideal)

4. Respuesta aproximada en frecuencias del circuito considerando que el
amplificador operacional es real.

Resolucion

-10

A= e
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3. La estabilidad dependera del bucle realimentado, por tanto, se calculara las
frecuencias de cruce y los margenes a partir de la informacion de la cadena abierta:

) 10°(1+ jol0)
Ag(@)B() = (1+ jwl0 X1+ jol0™ x1+ jwlO_e)

Open-Loop Bode Editor (C)
100 p— T T T e TR T IR T T TR T T TR T

a1
o

Magnitude (dB)
o

5
<)
1

[ G.M.: Inf
Freq: Inf
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A
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[(e}
o
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10 10 10 10 10 10 10 10 10

Frequency (rad/sec)

4. Considerando que el bucle cerrado en su conjunto se puede aproximar a un
sistema de segundo orden reducido equivalente, entonces:

- Ado(a))ﬂ(a)) ~1 W o B a)g = 8105 gcc =0.5
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Bode
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